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«48,35 


19 38 18,75 
.9 3a i5,3o 


73. 


IP 




•à 


Ven. 


9 .0,85 


19 4i 37.66 


730 


Is 


Sab. 


9 3a,68 


,9 45 46,10 


19 36 11,86 


7 »9 


4 3i 


i6 


i6 


Dom. 


9 53,79 


ig 5o 3,83 


1940 8,4a 


7aS 


4 3a 


\l 


\l 


Lnn. 


.0 .4130 


ig &4 30,85 


1944 4,98 


7 a6 


4 34 


Hert. 


.0 35,00 
,0 5aJ7 


.9 58 37,18 


1948 .,54 


7=5 


4 35 


'9 


■9 


Mero. 


30 353,75 


.9 5. 59,.o 


,a4 


4 36 






Giov. 




.0 7 7,6. 


19 55 54,66 


7 "5 


4 57 


~ 


ai 


Ven. 


11 38,6a 


ao II 31 71 


19 59 5 1,21 


7 aa 


4|» 






Sab. 


M 45,35 


ao .5 55,o5 


T, ìt^M 


7 ai 


439 


33 


a3 


Doro. 


.a '.,5o 


ao IO J7,5g 


7 " 


i!° 


II 


34 


Lnn. 


.3 16,48 


ao aS 59,38 


ao II 40,88 


7 "8 


4 4» 
443 


a5 


Man. 


,a 30,89 


ao ag 10,36 


» i5 57,45 


7 '7 


36 


i6 


Mere. 


.3 44,53 


30 3a ao,63 


ao 19 53,99 


7 16 


f « 


il 


II 


Giov. 


13 57,40 


30 36 3o,o8 


ao a3 So,Ì4 


7,5 


4 45 


Vea. 


i3 9,^5 


ao 40 38,?. 


Il il liìa 


7 '4 


4 46 


^9 


ag 


Sab. 


i3 ao,7o 


30 44 46,54 


7 '3 


ìf 


3o 


3o 


Doro- 


.3 3,,.5 


30 48 53,58 20 55 3o,ai 


7 " 


3: 


5i 


Lun. 


i3 4«.8> 


30 5a 59,83|3o Sg .6,76 


7 " 


4 49 




=._ 



















CsNKijo 1848. 




3 


é 

i 

•a 

1 


LONGSTUDINB 

del Sole 
a meuodl medio» 


* 

Dkglinaziovb 

australe 

del Sole 

a mezzodì 

vero. . 


Vabiaz. 

della 
declin. 

in i' 

nel 

merid. 


TjatiT. 
dei Sole 

a 
mezzodì 

medio. 


LoÓàbitmo 

della dìstan. 

della Terra 

dal Sole 

a mezzodì 

medio. 


I 

3 

3 

ì 

6 

l 

9 

IO 


9 IO i4 46,4 
9 II i5 57,3 

9 13 17- 8,3 

9 i3 18 19,4 
9 i4 19 3o,5 


33 3 37,4 
33 58 40)9 
a a 53 16,9 
33 4? a 5,6. 
aa 4i 6,9 


II 
* o,ao 

0,33 

o,a4 
o,a5 
0,37 


•I* 0,55 
0,63 
0,70 
0,75 

0^77 


9^99^661 5 
9,9926644 
9,9936693 
999926759 
9,9936843 


9 i5 ao 4'f5 
9 16 ai 53,3 
9 17 a3 3,8 
9 18 a4 13,9 
9 19 a5 33,4 


33 34 31,4 
33 37 9,1 
33 19 3o,3 
33 II 34,9 
33 a 53,6 


0,39 
0,3 1 
0,35 
0,35 
0,36 


0,75 
0,71 
o,65 
0,55 


9*9926945 
9'9927<>59 

9.992719* 
9'»9927'4o 
9^9927508 


» II 

13 

i3 

i4 

i5 


9 30 36 3i,4 
9 31 37 39,7 
9 aa a8 47^ 
9 33 39 54,4 
9 34 3i 0,5 


31 53 56,4 

31 44 3^^é 

ai 34 45,7 
31 a4 3a,7 
31 i3 55,1 


o,38 
0,4® 

0,43 
0,45 


o,a8 

o,i5 

0,01 

- o,ia 

- 0,33 


9,9937695 

99992790» 
9,9928139 

9»992B379 

9,9928653 


i6 

\l 

«9 

30 

'31 
33 
33 


9 35 3a 5,8 
9 36 35 10,5 
9 37 54 14,8 
9 a8 35 i7yo 
9 39 36 19,1 


31 a 53,0 
30 5i 36,9 
30 39 37^1 
30 37 a5,9 
30 14 47vt 


0,47 
0,48 

o,5o 

o.,5i 

0,53 


- OjSo 

- 0,36 

- o,4i 

- 0,4 1 

- 0,58 


959928951 

999929274 
9,9929623 

9.9929998 
9,995o4oi 


IO 37 30^ 
IO I 38 31,3 

IO a 59 ai,4 
IO 3 4o 30^ 

IO 4 4* 19,5 


30 I 48,3 

19 48 ìi6,7 
19 34 4a,9 
19 30 37,5 
19 6 10,7 


0,55 
"o,56 
0,58 
0,59 
0,61 


- o,3a 

- 0,34 

- o,i3 

- 0,01 

•♦• 0,Ii3 


9,993o832 
9,9931240 

9.9931776 
9,9932288 

9,9932825 


36 

II 

3i 


IO 5 4^ 17,8 
IO 6 43 i5,3 
IO 7 44 i^vO 
IO 8 45 8,1 
IO 9 46 34 
IO IO 46 58,1 


18 5l 33,8 

18 36 14,3 
18 ao 45,6 
18 4 56,8 
17 48 48,7 

17 33 '^1,4 


o,6a 
o,63 
o,65 

0,68 
0,69 


0,27 
o>39 
o,5o 
0,60 
0,68 
+ 0,73 


) 949933584 
9,9933966 
9,9934570 
9,9935193 
9»9935834 
9.9936492 
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ENNAIO 1848. 




i 

e 
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11 


LoHOITUDtRE 


...„ 


LiTITUDINB 


DELLA LVHZ 














o ;; 








a 


B 


a mezza 


. s g 


i 


^ 




mezzodì 


■neiianotte 


meziodl 


Dotle 


fK 




Sab. 


7* 


,.-^é 


7 


17 J9 16 


3* 1' ^B 


3' 35 S5B 


ao 39 


2 


Dom. 


i 


2J 44 1, 


l 


39 53 .5 


347 So 


4 7 4> 


ai a6 


5 


Lno. 


6 6 IO 


.3 33 39 


4a4 49 


4 58 55 


aa 17 


4 


Mart. 


8 


.8 45 00 


8 


35., 4« 


449 45 


4 56 53 


a3 9 


5 


Mere 


9 


■ 4o 5o 


9 


8 .8 3. 




4 5956 




■6 


Giov. 


9 


.4 53 5 


9 


3. 4. 47 


4 55 33 


4 46 39 


3 


i 


Ven. 


9 


3» OQ 3 




5.0 3. 
19 8 .7 


VÀ*i 


4 .6 53 


56 


Sab. 




,0 ,3 45 




5 3. 4i 


I 5o 


9 


Dom. 


IO 


36 5 43 


II 


i 437 


5 359 


. 35 35 


a 43 




Lnn. 


■^ 


,o 4 4" 


" 


17 5 55 




.3534 


554 


~ 


Mart. 


~ 


«4 7 e 





. 9 3 


1 49 3 


.. 55 


4 36 




Mere. 




8 1. i6 




.5 .3 41 


3Ì 3oA 


I a 554 


5 18 


■ 3 


Giov. 





33 l6 II 




39 .8 43 


1 58 39 


3 .5 .5 


6 .0 


'4 


Ven. 




6 3. J 


I 


iS 35 ,, 


3 45 46 


3 .545 


7 5 


i5 


Sab. 


* 


30 36 9 


' 


37 36 34 


343 44 


4 6.7 


7=7 


i6 


Dom. 


a 


4 36 48 


a 


I. 36 3 


4 36 5 


4 4. 47 


8 53 


II 


Lim. 




i8 33 46 




35 iq 35 


4 53 .6 


5 3. 


95o 


Hart. 


3 


3 .3 3 


5 


9 S45 


ì 3 . 


5 I 19 


.0 46 


'9 


Mere. 


3 


i5S. i4 


5 


iS 35 9 


4 55 30 


445 >5 


1. 4o 




Giov. 


5 


39 |5 6 


4 


5 5o 5o 


43.3. 


4 15 56 


.3 33 


ai 


Veo. 


~ 


13 33 Q 


4 


18 48 55 


3 55 30 


5 39 56 


.3 33 


aa 


Sab. 


4 aS II 7 


5 


i 38 49 


lid 


3 36 18 


.4 9 


a5 


Dom. 




743 II 


S 


i5 5, 39 


I 56 .4 


.4 54 


^4 


Lan. 


5 


19 57 3 


5 a5 5q \Ì 


. 4 45 


o33 46 


.5 37 


25 


Mari. 


6 


.58 57 


6 


75541 


o39 




.6 30 


26 


Mere. 


6 


.3 5. 3 


6 


'?M;§ 


I 3 47» 


I 53 3. 


.7 3 


II 


GioT. 


6 


35 39 9 


? 


3 3.4 


3 3. 39 


.7(6 


Ven. 


7 


7 38 .7 


7 


.3 34 57 


3 58 53 


5 33 55 


18 3i 


^9 


Sab. 


i 


.9 35 54 


i 


35 35 4j 


5 46 54 


4 7 i3 


'9 '.7 


5o 


Dotn. 


. 3. .3 


7 40 45 


4 35 17 


44039 


30 6 


3) 


Luu. 


8 


.3 54 55 


8 


30 ,4 4 


4 53 5Ì 


5 I 14 


30 57 









Gei^àjo 


1848. 






5 


• 
«9 






• 

Parallasse Diametro 



•1^ 


• 

.2 




AA. 


Declin. 


equatoriale 


orizzontale 


ai S 2 


0) c8 "^ 

^ fi s 




della 

Luna 

nel 


della 

Luna 

nel 


della Luna 

a 


della Luna 

a 


U S B 

5^ a 


5 I S 



u 

o 


merid. 


merid. 


mezzo 
dì 


mezza 
notte 


mezzo 
di 


mezza 
notte 






O 






medio. 


media. 


medio. 


media. 




' fi 




J" f 


1 


■ ■ . 

f n 


' ft 


/ tt 


t n 


h t 


1» ; 


I 


i5 23 


i4 45A 


54 32 


54 43 


29 4<i 


29 52 


i5 3o 


I 6 


a 


16 14 


16 49 


54 56 


55 II 


29 59 


5o 8 


16 29 


I 41 


5 


'7 9 


18 7 


55 27 


55 44 


3o 17 


3o 26 


17 27 


a ao 


4 


18 5 


18 27 


56 2 


56 21 


3o 35 


3o 45 


18 22 


3 6 


5 


« « 


# •♦ 


56 40 


56 58 


5a 56 


3i 6 


19 12 


3 57 


6 


19 3 


17 43 


57 16 


57 33 


3i 16 


3i 25 


19 58 


4 55 


7 


20 I 


i5 55 


57 49 


58 4 


3i 54 


Si 42 


20 39 


5.59 


8 


20 59 


i5 8 


58 17 


58 29 


3i 49 


5i 56 


21 18 


i-4 


9 


21 55 


9 3i 


58 59 


58 48 


32 2 


32 6 


21 5o 


IO 


22 Si 


5 18 


58 55 


59 


32 IO 


32 i3 


22 24 


9 26 


li 


25 47 


46 


59 5 


^9 7 


32 i5 


32 16 


22 58 


IO 37 


la 


043 


3 5oB 


S9 9 


59 9 


52 17 


52 17 


25 52 


11.47 


i3 


1 39 


8 12 


59 9 


59 7 


32 17 


32 i6 


« « 


12 58 


i4 


2 36 


12 4 


5q 4 


59 I 


32 i5 


32 i3 


9 


14 8 


i5 


3 35 


i5 II 


58 56 


58 5o 


32 IO 


33 7- 


46 


i5 17 


i6 


4 55 


17 20 


58 45 


58 34 


32 3 


3i 58. 


i 3o 


16 21 


17 


5 35 


18 20 


58 24 


58 i5 


Si 53 


3i 47 


2 20 


17 ai 


i8 


6 35 


18 II 


58 I 


5748 


3i 4o 


3i 33 


3 16 


18 14 


19 


7 34 


16 54 


57 33 


57 17 


3i 25 


3i i5 


4 i4 


19 


ao 


8 3o 


i4 40 


57 1 


56 44 


3i 7 


36 58 


5 i5 


19 41 


31 


9 5»4 


II 4' 


56 26 


56 8 


3o 49 


3o 39 


6 19 


20 16 


23 


IO i5 


8 12 


55 5o 


55 33 


3o 29 


3o 20 


7 22 


20 48 


a5 


Il 4 


4 25 


55 18 


55 -3 


3o II 


3o 3 


8 24 


21 16 


H 


II 5i 


32 


5449 


54 37 


29 56 


29 49 


9 2^ 


21 45 


.5 


12 38 


3 20A 


54 28 


54 20 


29 44 


29 40 


IO 20 


22 12 


26 


i5 25 


7 ' 


54 i5 


54 12 


29 37 


29 55 


II 19 


22 4^ 


37 


i4 12 


10 24 


54 12 


54 i4 


29 35 


29 56 


12 18 


23 8 


28 


i5 I 


i3 22 


54 19 


54 26 


29 48 


29 45 


i3 17 


25 41 


29 


i5 5i 


i5 46 


54 35 


54 48 


29 55 


.4 .4 


♦ ♦ 


3o 


1644 


17 27 


55 5 


55 20 


5o 5 


3o 12 


i5 12 


16 


3i 


17 39 


18 16 


55 38 


55 59 


3o 22 3o 34 


16 9 


5y 
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• • • • • • . o"»w.-U- '•■'i 3'/ i't\, 

dote Giovanni Ggwfii^, qiidU .d«IIft.ifc 
IHazzi Èouo h dìuéaàòiiè M tìg^t ^jB^yftd^^c$Bv^^ ; v ;a 
' Gli £olÌ88Ì,' le- GongrahBma/ le^ òocntoiponir >ep<^^v «im^ dai 
signori, Sa€éfrl6t& GiòìfOttìd Capétti > >.>joO 



J»^' a . «'i^'V'. I ••» U 



. t 






^^^^Hi 




•Jféff^mÉ^bgfft^ 






e • 




•" • * 


"rrtlttóè^ft-' 


•a i 


Ottóiqukà 


Nutazione ' 


'd 

* • • • 


l' crbbKqóità^ • 


•e| 

■ V 

< 


apparente 
dell^ecli'ttica. ' 


• de* pùnfi t 

equinoziali 

in longiL 


' iapparentè *"' 
déir écliìtica. 


equinoziali, 
ii lotigif . ' 

\\ V.. .;'. •..{ 






o 


a3 27 23,5 


ti 
2,2 


.X9P 


. 23 27 20,2 


- Vi 


IO 


a3,3 


^ ^ftda 


25,3 


ao 


a3,5 


2,4 


210 


23,5 


0,5 


3o < 
4o 


23,7 


3,1 


220 
35o 




0.7 . 

-■>:-t;o-"- 


5o 


>♦ '..'•• o^i- •. 


• •• •»?•;> ^ 


<ci4q 


>>• ' • 94»X'''i 


f« ?•. ■•'.Jit3 


6» 


24,2 


I,a 


200 


a4,'i : 


r : ^4 


^^ 


24,5 


• • • • • • 

0,7 


Ì260 


a^,2 


' • a,« 


" s4»^ ' 


♦ Oyl . 


^29» 
280 


T , a 94-9 .; 


■! ..■■..5«ft ■ ■- 


90 


. ^4,2 


*- 0,5 


. .»4»^.j 


. 3J6 


y)o 


a^»» 


1,0 


290 


24,0 


-f.^ 


no 


24,0 


1,3 


3oo 


25,8 


4^ 


120 


23,7 

25,5 


1,8 


3io 


25,6 


4.8 


i3o 


'99 


320 


25,4 


4>9 


i4o 


a3,4 


2,0 


33o 


25,5 


4>9 


i5o 


25,3 


^9 


340 


23,2 


4,6 


i6o, 


23,2 


1,6 


35o 


25,1 


4.3 


170 


23,1 


'4 


36o 


25,1 


l'i 


180 


23,1 


',« 


370 


25,2 


3,6 
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SPIEGAZIOSE DEI SUHI^ tlli^lP^ AfiBBEYUTUBE. 



Segni del Zodiaco. 



7y1n.]lrieic. . 



r^ 



5^ CancVo. 

.t/itlni^ittorpione^ . 
^ Sagittario. 
JS Capricorno. 
ì::::^ Aquario. 
X Pesci. 



• • • • 



o'-/ .Li; i 



Pl.AKBTI. 



(j Marte. 






2 Cerere* 
j PÀllAde. 

. .{ . GÌl]llflÉ0#: . 

. . 25- •Vesta»"-! -'•• •'•'■ '•'■''' 

'Jd Giove. 

}^ Saturno. 
*'^ ft tTrano. 



» ••;'»]! o'i , . I 

;. © .Sole, % .lomsi* . 1 : y <•!>;> 

/// r-:-', \ 



^ indica- Giorni.- 

*• Ore. 

' Segni. 

Gradi. 

Minuti. 

Secondi. 



o 

I 



> '.» 



;/.i 






. • ; 



(I 



Congiuntone. 
Opposizione. 
^)!|od^ ,,as<;f pdente. 
Slodo dÌ4C9nd?Atc. 



iJi 



dar. 



M- indica • 

s Sera. 

A Australe. 

B Boreale. 

Differenza, 
dist. min. Distanza minima, 
imm. Immersione. . 

em. Emersione. 

AR. Ascensione^ f ?^My 



\ \ i V 



:>! J 



m.-dalU fìim^taU-.tteSè £iap Mima-- 
per Zanno 1848 a Milano. 



Il Giorni 

Il I" 


A*tri 

occultati. 


Tempo 
dell' 

1 

; 


■iedio 
dell' 


dal punto 
pia alto 
della]) 
nell'en.. 


cóng. 

*SS"' 
orbita. 


Distanu 
mÌDima 
dal lembo 
della ]). 






«3.55 


136 . 


18 j 


»i;-o"a 

3 oA 






.? ,4., 

ii 


-",'.tó ,, 
itS 


V.'iii 


iÒmB 






1 D &. 


i3 3>^ 




,4Ì. 
.,11.'. 


5'45-i 




5i 
Agosto .8 


e X 5. 


■.;-55- 

il 4» 


91 93 
ii> i3 

rt46. 




ij'v 


fjio B 




3l' 

Sett iS 
Sor. . li 


A Q 4. 5., . . 




.l'i, 

,4 4 
ài' 'li' 


' et 

- »s , 

■'li' 


■li 


à' "oi 
a i5B 




■afl' 


Ti^^ 


i54' 


•jr .6 

è 34, 











(1) Taagente il lembo della Lima. 
(9) Tangente il Innbo della Luni. 



Gennàio 1848. 



9i 

O 



i3 

20 

'a8 



I 

3 

3 

3 

8 

ia 

16 

16 

16 

16 

16 

»9 
»9 

31 
31 

V 

29 

39 

29 
3o 



Fasi della Luna 
in tempo medio. 



Luna nuova ^^W 

Primo quarto o 33 

Luna piena 04^ 

Ultimo quarto o 35 



Congiunzione della Luna colle Stelle 
in tempo medio. 



38 y £ì: 4. 5.» 33 33 

46 d :Ar 4. 5.» ^45 

7 X Ofiuco 5.* 33 3o 

24 Hb 5.* 5 5o 

i3 y s:55 5.» 3 35 

80 e X 5* i3 o 

61 a» y 4« o 3i 

64 S* V 4- 5.* o 58 

68 a^ y 5.« I 55 

Aldebaran i.* 5 5i 

104 m y 5.» ......... 18 45 

54 X D 4. 5.» I 27 

68 A: a 5.* 8 i5 

5S5Ì5.» ,3 20 

«4 o i^ 4.« 18 17 

98 >c n]2 4.* i3 39 

38 7 :A: 4. S.*» 71, 

44 >) :^ 4- 5.* II 36 

46 ^ tf!ir 4- 5.» 16 39 

8 (p Ofiuco 4. 5." 9 47 



O 






* 






I 
3 

i 

8 

IO 

11 
i3 
i5 

18 
30 
33 
34 

35 

37 

i? 



1 

4 

8 

13 

i5 

19 

33 
36 

^9 



3 

IO 

18 

35 



II 

38 
38 



ECLISSI 

de^Satell. di Giove 

Tempo medio. 



I. Satellite. 



k 
3 

31 
16 
13 

7 

i 

30 



3 

3i 

o 



// 



33 imm. 

53 
33 

4^ 23 em. 
IO 59 

44 3i 

8 7 

14 36 4i 

9 5 19 

3 33 54 

33 3 33 
16 3i 8 
IO 59 5o 
5 38 37 
35 57 7 
18 35 45 
13 54 a8 

7 33 a 

II. Satellite. 

8 16 53 imm. 
31 34 5i 

i3 43 18 emi. 

3 I 30 
16 30 II 

5 38 i5 

18 57 3 
8 i5 7 

31 33 4^ 

III. Satellite. 

i5 4^ >6 imm. 
30 53 39^em. 
o 53 13 

4 53 37 

IV. Sateuitb. 

19 35 33 em. 
IO ip 39 imm. 
i5 35 54 em. 



Bffem. 1848. 



r 



9 






GKNNàlO 184 


B. 






f 


"7" 










là 


^ 


4 




Tewpo 


Teufo 


Tempo 






i 


'6' 


medio 
mezzodì 


sidereo 
mezzodì 


nidereo 

mezzodì 
medio. 


-3 " 

t e 


Ila 


'^. 


L 


1 










Sab. 


0' 5' 55,27 

4 3,75 


■ 8 44 35,94 


i8'4i' 0,08 


7'59 


i" 






Dom. 


,8 49 -.oS 


18 44 56,64 




4 33 


3 


3 


Lun. 


4 51,91 


18 55 a5,85 


.8 48 55,ao 


7 38 


433 


ì 


1 


Mttit. 
Mere, 


459,7. 

5 27,.o 


18 57 5o,28 
.9 ^ '4,5: 


.8 Si 49.75 
18 56 7i6,3i 


7% 
7 5? 


ts 


6 


6 


GìoT, 


5 54,07 
G 90,53 


19 6 37,91 


19 4a,87 


736 


i'i 


l 


? 


Ven. 


19 11 i,o5 


■9 4 39,(a 


,35 


4 a5 


Sab. 


6 46,62 
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3i 



liOKGlTUSINS 

del Sole 
a mezzodì medio. 



• o f f» 

9 IO i4 46,4 
9 II i5 57,3 

9 «^ '7 8,3 
9 i3 18 19,4 
9 14 19 3o,5 



9 
9 
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9 
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16 ai 

17 a3 

iSa4 
19 a5 



4i,5 

53,3 

a,8 

ia,9 
aa,4 



9 ao a6 
9 ai 27 
9 aa ao 
9a3a9 
9 24 5i 
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59.7 
47^5 
54,4 
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9 a5 5a 5,8 
9 a6 35 10,5 
9 a7 34 14,8 
9 a8 35 17,0 
9 ag 36 19,1 



IO o 57 ao,6 

la I 58 ai,^ 

IO a 39 ai 4 

IO 3 4o ao^ 

IO 4 4' '9'^ 



IO 5 4> 1798 
IO 6 45 1^,3 
IO 7 44 ^^9^ 
IO 8 45 8,1 
IO 9 46 34 
IO IO 46 58,z 



Dd&CLlKAZlOiri 

australe 

del Sole 

a mezzodì 

verot . 



o I H 

a3 3 37,4 
aa 58 40,9 
a a 53 16,9 

a a 47 ^^fi 
aa 41 6,9 



aa 34 31,4 

aa 37 9,1 

aa 19 5o,a 

aa II a4,9 

aa a 53,6 



ai 53 56,4 

ai 44 53,6 
ai 34 45,7 
31 a4 3a,7 
31 i3 55,1 



ai a 53,0 
ao 5i a6,9 
ao 39 37,1 
ao 37 a5)9 
ao 14 47,4 



ao I 48,3 
19 48 à6,7 
19 54 43,9 
19 ao 37,5 
19 6 10,7 



18 5 1 aa^S 
18 56 1493 
18 ao 4^96 
18 4 56,8 
17 48 48,7 
17 3a 'ii,4 



Variaz. 
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declin* 
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nel 

merid. 



n 
o,ao 

0,33 

0,34 
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0,37 



0,39 
0,5 1 
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0,41 
0,45 
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o,65 
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LxrtT, 
del Sole 
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medio. 
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0,63 
0,70 
0,75 

0,77 
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o,65 
0,53 
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0,38 
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- o,3o 
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- o,i3 
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+ 0,Ii3 
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Q.60 
0,68 

0,75 



LoÓàaitmo 

della distan. 

della Terra 

dal Sole 

a mezzodì 

medio. 



9^99^6615 
9,9936644 
9,9936693 
9>9926759 
9,9936843 



II 



9*9926945 

P99927059 

9999271 9 Jt 

9^9927540 
9*9927508 

9*9927695 
9,9937903 

9,9928139 

9*9928379 

9,9938655 

9*9928951 
9,9939374 

9*99^9623 

9*9929998 
9*9950401 

9,993o833 
9*9951240 

9*9931776 
9,9933388 

9,9953835 

9^9933584 

9<»9953966 

9*9954570 

9*9955195 
9,9935834 

9*9956492 
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Fasi della Luna 
in tempo medio. 
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8 
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12 

i3 
i5 
i5 

i8 

»9 

25 
23 
25 
25 
26 
26 



Luna nuova . i4 '9' 

Primo quarto 8 32 

Luna piena i6 53 

uitimo quarto... ..'.... ao 58 



COJTGIUKZIONE DKLLA LuNA COLLE STELLE 

in tempo medio. 



44 p^ »» 5 .• i3 37 

9^;5 5. 4»' '5' 8 

i5 y ^i::^ 4. 5.* 12 18 

45 d =;:2 4. 5.* 16 41 

80 e K 5.' «8 57 

61 s^ y 4* ^ ' 

64 S» y 4. 5.* 6 27 

68 J^ V 5.» 7 » 

Aldebaran 1 .* 1 1 7 

io4 m V 5.» o 3o 

54 A D 4. 5.* ....... . 8 22 

68 k a 5.» i5 12 

14 o ^ 4* ^ '^ 

58 d ii 5.» 18 o 

82 m irj2 5.' 5 39 

94 11]] 5.» ... ' 17 2t4 

98 « njì 4-' a^ f^7 
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16 44 'i 

Il 12 54 

5 4i 40 

o IO 24 
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IO 5t 57 em. 
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8 53 5i em. 
12 54 37 em. 
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17 38 i5 imra. 
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IV. Satellite. 

4 21 4^ imm. 
7 46 52 jem. 
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dal Sole 
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3 

4 
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10 II 47 ^i?^ 

IO 12 48 44?^ 
IO i3 49 ^6i4 

ip 14 5o 26,9 
IO i5 5i 1695 


1 ir 
17 i5 35,4 
16 58 3i,i 
16 4i 8,9 
16 23 29,3 
16 5 32,7 


Il 
+ 0,70 

0,72 
0,73 

o»74 
0,75 


+ 0,75 

O974 
0,70 

o,64 
0,53 


9,9937166 
9^9937855 
9,9933557 

9»9959a7' 
919959998 


6 

8 

9 
io 


10 16 52 4»7 
IO 17 52 5i,4 
IO 18 55 36,7 
IO 19 54 20,4 
IO 20 55 2,5 


i5 4^ 19,5 
i5 28 5o,i 
i5 IO 5,1 
i4 5i 4)^ 
14 3i 49,6 


0,76 

0,77 
0,78 

0,79 
cS,8o 


0,4 1 
0,28 
0,1 5 
0,02 
- 0,10 


999940737 

9,9941489 
9,9942255 

9,9943o3o 

9,9943821 


li 

12 

i5 

i4 

t5 


IO 21 65 45,0 
IO 22 56 21,9 
IO 23 56 58,9 
IO 24 57 34,2 
IO 25 58 7,8 


»4 12 i9'9 
i3 52 36,3 

i3 52 39,2 

i3 12 29,0 

12 52 5,9 


0,81 
0,82 

o,83 

0,84 

0,85 


- 0,22 

- 0,3 1 

- 0,37 

- 0,42 
" 0,43 


9*9944627 

9*9945449 
9.9946288 
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17 

18 

>9 
20 


IO 26 58 39,6 
IO 27 59 9,7 
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11 4,9 
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12 3i 3o,5 

12 IO 4i^9 
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11 28 34,0 
II 7 i3,i 
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0,86 
0,88 
0,88 
0,89 
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9,9951726 
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23 
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iQ 24 0,8 
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9 40 10,0 

9 »8 1,2 


0,89 
0,90 

0,91 

o»92 
0,92 


+ 0,07 
0,20 
0,32 
0,43 
0,54 
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9,9955749 
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9,9967867 


26 

27 
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29 
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II 8 2 43,8 
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8 55 44,0 
8 33 18,8 
8 fo 45,q 
7 48 5,8 


0,93 
0,93 

0,94 
0,95 


0,62 
0,67 
0,69 
O96Ì 


9,99^8947 
9,9960040 

9,9961143 

9,9962266 
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5 IO 34 
4 56 55 
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16 

■9 
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Mart. 
Mere. 
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5 37 59 43 
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3 5^ 


59 5o 


59 53 


53 40 


5» 4r 
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POSIZIONE DEI SATELLITI DI GIÒVE. 

Oriente io** i3' Occidente 
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Makzo 1848. 

Tasi della Luna 
in tempo medio. 

Luna nuova i^54' 

Primo quarto 17 i8 

Luna piena 9 4? 

Ultimo quarto i5 55 



n 



Congiunzione cella Luna colle Stelle 
in tempo medio. 



55 e» «► 5." 

9 i8 ;5 3. 4.* 

i3 y z:^::. 5.* 

43 é s::^ 4- 5 .• \ 

80 e K 5." 

no o ){ 5.* 

54 y V 3. 4.* 
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64 3^^ 4» 5 •• 

DO o j^ *)• .•••••••• 
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X D 4. 5.«. . . 
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46 d tf^: 4. 5." 
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i3 y =^ 5.* 
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32 4^ 
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13 
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i5 
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30 
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3i 
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16 
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23 
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3o 

I 
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8 

i5 
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24 



5i 



29 
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20 

49 
18 
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24 
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46 49 
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44 33 
i3 27 
42 16 
U. Satellite* 

21 18 34 imm. 
10 36 56 

23 54 58 
i3 i3 i3 
3i i5 

49 56 
724 

25 29 
7 43 24 
in. Satellite. 

55 17 em. 
37 3o imm. 

5d 4^ ^^^' 
Sy 33 imm. 

56 4^ ^>^* 
37 58 imm. 

57 25 em. 
i3 38 28 imm. 
16 58 34 em. 

IV. Satelutb. 

22 25 8 imm. 
I 57 5o em. 

16 a8 16 imm. 
20 8 21 em. 
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3 
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3 
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i& 
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5 
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4 8 37 
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5 19 55 
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~ 
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■in. 


6 
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33 
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3 5o 53 


3 i5 38 
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a3 
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7 


5 7 
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5 38 II 
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33 47 




34 


Ven. 


7 
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4 16 lo 


35 5a 




35 
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7 


4 43 59 
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Don. 


8 


IO 4i 53 
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lì 
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NOYBMBBB 1848. 


• 


POSIZIONE DEI SATELLITI DI GIOVE. 
Oriente 14** 5i' Occidente 


. I 


1 3. o •! ^' -4 


a 


^ .5,2. I- O 4 


,5 


1 .a O «5 •« .4 


4 


i 


.^ .^ ^. 4 II 


5| 


O^- '• -5 4* 1 


6 


.a .1 O 5* 4« 1 
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5. O'- .» 4- 1 


«1 


• 


3. , 04c5i a- 1 


9\ 
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4. .a •' 5o 1 
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4. 


J. «^ -3 


«1 


4. 


a- •' -3 


i5 


.4 


.a .1 3. 


i4 


.4 5. -^cJi . Il 
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01 


3. .4 a- Il 


i6| 
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«7 
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«9 1 
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30 


a. .1 3« 4 


31 


oa 


5. I- .4 II 
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•I 
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H\ 
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35 1 
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" 
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V\ 
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38 1 


4. 
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ag 


4. 
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3o 


.4 
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9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

i4 
i5 

i6 

i8 

io 

ac 

aa 

a3 

29 
5i 



Fasi della Luna 
ìft -tempo medio. 

Primo quarto ........ 8^4^' 

Luna piena o ao 

Ultimo quarto a3 So 

Luna nuova 1 4 ^9 



G0K6IUNZ10NS pbllaLuna cOlls Stelle 
in tempo medio. 



48 X ^ 5.» ai 4a 

75 X «i 4.* 4 17 

80 e K 5.* 19 5o 

54 y y 5. 4." o5a 

63 y 5.« a 3o 

61 5' V 4.» a 34 

643» y 4. 5.*. a 56 

68 33 V 5.* 3 35 

77 ^^ V 5.* 4 17 

Aldebaran i.* ...••. • 7 io 

io4 m y 5.* • . ig i5 

3i a i^ 5.* ao 27 

47 P il 4 * 7 2a 

5 e niì 3. 4.» aa a5 

5i d ITQ 4. 5.* 16 a 

98xn]2 4-*. 045 

38 y :£:ir 4. 0." 6 37 

8 (f Ofiuco 4* 5** 31 57 

a4 m n\; 5.* 3 16 

48 X ^5.* 3 17 

. 20 »i K 5.* la 35 

i 

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■Hi 
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.* 
* 
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a 

4 

5 

7 

9 
II 

i3 

«4 

16 

18 

ao 
ai 
a3 
aS 
a? 

30 

3o 

3 

7 
II 



"à\ 

* ai 
a5 
aS 



5 
« 5 
« ia 

« ISt 

♦ «9 

19 
a6 

>7 



II 
II 

a8 
28 



n 



ECLISSI 

db^Satell. di Giove 

Tempo medio. 



I. Satellite. 

9 41 i3 imm. 

4 9 38 
aa 36 45 

17 6 I 

1 1 34 ao 

6 a 35 

3o 53 
»8 59 9 
i3 a7 28 

7 55 45 
a a4 a 

20 5a IO 
i5 30 39 

9 48 57 

4 17 »5 
aa 45 3a 
17 i3 53 

li. Satellite. 
33 9 57 imm. 

12 37 18 

1 45 41 
i5 3 5 

4 i^i 33 
17 39 a 

6 57 36 
30 i5 8 



HI. Satellite. 

9 o 5o imm. 
la 33 5i em. 
la 58 30 imm. 
16 3i 38 em. 
16 55 4^ imm. 
30 38 59 em. 
30 53 ai imm* 

o a6 4o 6m. 

IV. Satellite. 
16 4^ ^i imm. 
ai 35 57 em. 
IO* 4i 46 imm. 
i£^ 36 33 em. 
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t 


Ven. 


33 ^9 33^5 


16 3i 7,53 


16 41 45,71 


7 35^ 


4 27 


337 


3 


Sab. 


33 49 46,76 


16 3i 37,35 


x6 45 43^27 


733 


ti»? 


338 


3 


Dom, 


3$ So io,56 


16 39 42,78 


16 4q 38,83 


734 


339 


4 


Lun. 


33 5o 34)94 


16 44 8,79 


x6 53 55,38 


735 


4 35 


340 


5 


Mart. 


33 5o 59,87 


16 48 30,34 


16 57 3i,94 


7 36 


424 


341 


6 


Mere. 


3$ 5t 35,34 


16 53 53,4^ 


17 I 3M9 


7 36 


424 


342 


i 


Giov. 


3$ Si 5i,38 


16 57.14,99 


17 5 35,o5 


7 37 


4 23 


343 


Ven. 


35 53 17,68 


17 t 38,03 


17 9 31,71 


?s 


4 23 


344 


9 


Sab. 


33 53 44,53 


17 6 i,5o 


17 x3 18,17 


4 22 


345 


la 


Dom. 


33 53 i[,4o 


17 IO 35,4i 


17 '7 «<»75 

• • 


7 38 


4 22 


346 


II 


Lun. 


33 53 39,48 


17 '4 49»72 


17 31 rij38 


739 


421 


347 
348 


12 


Mart. 


33 54 7,53 


17. IO i4,4i 


17 a5 7,84 


7 39 


4 21 


i3 


Mere. 


33 54 35,91 


17 33 59,43 


17 39 4,40 


7 40 


4 20 


^p 


4 


Giov. 


33 55 4,60 


1738 4,76 


1733 1,96 


7 40 


4 20 


35o 


i5 


Ven. 


33 55 53,60 


17 33 3o,4o 


17 36 57,52 


7 4«^ 


4 20 


35 1 


16 


Sab. 


33 56 3,84 


17 36 56,39 


17 4© 54,08 


7 4» 


4 19 


352 


in 

IO 


Dom. 


33 56 33,3 1 


17 4l 33,38 


17 44 5o,64 


741 


4 19 


353 


Lun. 


33 57 1,97 


17 45 45,60 


'7 48 47»>9 


7 4» 


4 »9 


354 


»9 


Mart. 


33 57 3 1,80 
35 58 1,75 


17 5o i5,i4 


17 53 43,75 
17 56 40,5 1 


7 42 


4 18 


355 


20 


Mere. 


17 54 41,73 


7 4a 


4 t8 


356 


ai 


Giov. 


33 58 3i,8o 


17 5o 8,49 


18 36,86 


7 4» 


4 ;8 


3,57 


aa 


Ven. 


33 59 1,87 


18 3 35,i3 


18 4 33,43 


7 4^ 


4 18 


35è 


a3. 


Sab. 


33 59 31,98 


18 8 1,88 


18 8 39,98 


7 43 


4 18 


359 


^4 


Dom. 


3,07 


18 13 38,61 


18 13 '36,54 


7 4a 


4 18 


56o 


a5 


Lun. 


33,09 


18 16 55,37 


i3 16 33,09 


7 4i 


4 19 


36i 


a6 


Mait. 


I 3,0 r 


18 31 31,83 


18 30 iqv65 


7 4* 


4 »9 


36a 


^^ 


Mere. 


T 3i,27 


18 35 48,33 


18 34 16,3 1 


741 


4 19 


363 


Giov. 


3 1,56 


18 3o 14,45 


18 3« 13,76 

18 33 <!),33 


7 40 


4 20 


!^1 


29 


Ven. 


3 3o,74 


18 34 10,4? 


7 40 


4 20 
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3o 


Sab. 


3 59,87 


18 39 6,33 


t8 36 5,88 


7 39 


4 ai 


^66 


3i 


Dom. 


3 28,71 


18 43 34,71 


18 4o 3,43 


7 39 


4 a. 
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2 

3 

4 

5 



l 

9 

IO 



II 
la 
i3 

i4 
i5 



i6 
«9 

30 



21 
32 
23 

»4 
25 

26 

II 
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LozrGiTUlìiiri 

del Sole 

a mezfiodì medio. 



Map««lvawa*iaBVWB 



DsOLINAZIOJfS 

australe 

del Sole 

a mezzodì 

vero. 



8 9 27 56,2 

8 IO 28 49,8 

8 II 29 44,2 

8 12 3o 39,3 

8 i3 3 1 35,0 



8 i4 32 3i,6 
8 i5 33 28,8 
8 16 34 26,7 
8 17 35 25,4 
8 18 36 24,9 



8 19 
8 20 
8 21 
8 22 
8 23 



57 25,2 

38 26,2 

39 28,2 

40 30,9 

4i 34,6 



8 24 
8 25 
8 26 

8 27 
8 28 



52 59,1 

43 44»5 

44 5o,7 

45 57,7 

47 5,3 



8 29 

9 o 
9 I 

9 l 
9 3 



i3,8 

49 22,8 

50 32,5 
5i 42,7 
52 53,0 



9 
9 
9 
9 
9 
9 



4 
5 

6 

7 
8 



54 3,7 

55 i4,5 

56 25,3 

57 56,3 

58 4M 

59 57,4 



,i'52^ 



.. 1!'/ 

21 OD 5,4 

22 2 2,7 
2.2 IO 34,5 

22 18 4o,4 

22 26 AO,3 



22 55 33,9 

22 40 20,9 

22 46 4^9 

22 52 54,8 

22 58 1,5 



5 0,4 
7 52,1 



23 
23 

23 II 56,2 
25 i5 12,6 

23 18 21,2 



23 21 1,8 

23 23 14,4 
23 24 58,8 
23 26 i5,o 

23 27 2,9 



23 27 22,5 

23 27 i5,9 
23 20 56,9 
23 25 3i,5 
23 23 57,8 



23 21 55,9 
23 19 25,8 
23 16 27,5 
23 i3 r.i 



33 
33 



9 6,9 
4 44>9 



Variaz. 

delld 
declia. 

in i' 

nel 
merid. 



fi 

OySy 

0,55 
0,34 
0,52 

Q,5l 



0,27 
0,25 
0,24 
0,22 



0,20 
0,18 

o,[6 
o,i4 
0,12 



0,10 

0,08 
0,06 
0,04 
0,02 



0,00 

^ 0,02 

o,o5 

o,o5 

0,07 



0,09 
0,11 
0,1 5 
0,1 5 
0,17 

0,1 Q 



Latita 

del Sole 

a 

mezzodì 

medio • 



+ 0,20 
0,08 

**- o,o5 
0,18 
o,5o 



0,4 1 
0^1 

o,58 

0,63 

0,64 

0,62 
0,58 

o^i 
0,41 
0,29 



0,16 
•»• o,o3 

4* 0,10 
0,22 
0,53 



0,43 

0,49 
0,55 
0,55 

0,5 1 



0,46 
0,57 
0,26 
0,14 
0,02 



"^ 



■^^ 



I^ÓARIltMa 

della distan. 

della fejrrdL 

dal Sole 

a mezzodì 

medio. 



9,993(l8o4 
9»993^t35 
9,9935481 
9,993484S 
999934a35 

9,9953644 
9,9953078 

9,9932558 
9,9932024 
9,993 1 536 

9>993»o76 
9,9950645 
9,9950237 
9,9929857 
9,9929502 



9599^9*7* ' 
9,9928865 ' 

9,9928581 

9,9928519 

9,9928079 



9,9927858 
9999^7^55 

9999^7470 
9,9927501 

9^99^7 «9^ 

. 9^99^70 «^ 
9,9926890 

999926787 

9,9926705 

9,9926607 

9^99*6590 
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II 


UlD. 


3 


3 54 a 


3 II 3 54 


4 47 3 


4 33 7 
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6 1 58 3. 
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6 36 4 19 
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Man. 
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3 46 17 
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Giov. 
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3 39 36 


a 17 




^9 


Ven. 


IO 


31 ti 38 


IO 37 34 45 


( 59 39 


13734 
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Sab. 
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54 .5 
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--' rf 
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55 46 


56 5 
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3o 57 


a3 49 


9 3i 


a 


ai 54 


fo 55 


56 a6 


56 4B 


30.48 


3i i 


« ♦ 


IO 34 


3 


aa 47 


78 


57 la 


57 37 


3i i4 


3i a7 


aa 


II 39 


4 


a5 4o 


a 5a 


58 a 


58 39 


3f 41 


3i 56 


5a 


la 47 


5 


35 


I 43B 


58 55 


59 ai 


3a IO 


3a a4 


I 24 


i3 57. 


6 


i 3i 


6 ao 


5946 


60 9 


3a 38 


3a 5o 


I 58 


)5 8 


7 


a 3i 


IO 4^ 


60 39 


60 47 


33 i 


33 II 


a 35 


16 23 


8 


3 33 


i4a4 


61 


61 10 


33 18 


35 a4 


3 i5 


17 57 


9 


4 38 


17 6 
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55 a6 


35 a6 


4 a 


18 5o 


IO 


544 
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61 II 
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33 a4 


53 19 


4 56 


19 56 


IT 


6 5o 


18 a5 


60 47 
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33 II 
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5 56 


20 56 


la 
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7 
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3a 5 


8 2 
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i4 
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58 17 


57 48 


3r .49 
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9 '^ 


23 8 


i5 

1 


IO 44 


7 29 


57 »9 
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3i 17 


5i a 


IO 19 


a3 39 


i6 


II 34 


3 a8 


56 a5 


56 


3o 48 


3o 34 


II a3 


« « 


17 


la aa 


35A 


55 37 


55 17' 


5o aa 


3o II 


la 24 


8 


18 


i3 IO 


4 3i 


5459 


54 45 


5o i 


29 oa 


i5 23 


38 


»9 


i5 57 


8 la 


54 3o 


54 19 


ag 45 


29 59 


424 


1 5 


ao 


'4 44 


Il 3i 


54 IO 


54 4 


29 34 


29 3i 


i5 ai 


i 3i 


ai 


i5 35 


i4 21 


55 59 


55 57 


39 a8 


29 27 


16 ao 


a T 


aa 


16 35 


16 33 


53 57 


53 58 


29 37 


29 28 


17 17 


a 34 


a3 


,7 14 


18 I 


54 I 


54 6 


39 ^9 


29 3a 


18 la 


3 10 


H 


18 5 


18 38 


54 la 


54 19 


29 35 


29 39 


19 3 


3 50 


a5 
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* * 


54 a8 


5437 
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39 49 


19 5a 
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a6 


18 59 


r8 ai 
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a7 
ao 


19 53 
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6 a4 


20 46 
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55 7 
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3o aa 
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8 37 


29 
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56 58 
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aa a5 


5o 
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8 36 


56 37 


56 56 


5o 56 


3i 5 


aa 56 


9 5o 


1 3i 
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a* equàzi<Nle diffèreAsmlQ or4imria dì |.^ oifdìné e tiiiear« 
fra un imiBCso''C[aakw]iier vHcs in^<v^ ^vi^iabitt' è/^^apresadirtiA 
generale da 

ove i co^Ek^enti delle differenzkll 8<mo fiinzioiu delle m va- 
riabili Xi , jta « • •'• ^lif* ^ AdcuQaeflto/'clie^itieeeffitìteiti godano 
di un* assolata indipendenza, sicché nessuna relazione esista 
fra essi, in più modi e con un numero più o meno grande di 
equazioni -finite 'rid potrà' soddisfiuv'alla 'proposta. e(|iiÉEÌQiiej 
Fra questi diversi modi uno se ne trova che gode d^Ua 
massima generalità e che consiste nel trovare da prima quel 
sistema contenente il minimo numero di equazioni e^ di costanti 
arbitrarie atto a soddis&re la pfoposta^ e piassar qi^^idi-da es^ 
ad un altro sistema fatto dello stesso numero di equazioni , '^la 



4 

contenente, in luogo delle costanti arbitrarie, una funzione ar- 
bitraria. 

Dopo aver trattata la ^[iiistioae ndir ipotesi dell* assoluta ge- 
neralità ed indipendenza de* coefficienti, distinguendo in questa 
il caso in cui il numero delle variabili contenute nella pro- 
posta sia pari da quello in cui sia dispari, s* indicheranno in 
appositi artìcoli le mod^ficamom die il metodo generale subisce 
quando esistano fra i coefficienti speciali relazioni, fra le quali, 
per non entrare in troppa minute jpf^»ticolarixà, si sceglieranno 
quelle che godono ancora di una generalità relativa , quando 
cioè sono tali: i.^ che. sia.soddis&tta qaell* equazione di con- 
dizione in forza della quale sussiste la trasformazione di un 
polinomio di un numero dispari di termini; a.^ che siano o 
totalmente o parzialmente avverate le equazioni dei criterj 
d* integralità; 3.^ che scompajano dair equazione proposta alcuni 
termini senza che sia alterato .il numero delle variabili che 
essa contìt^e. Si mostrerà in appositi articoli come in queste 
ed in altre ipotesi secondarie si possa assegnare il numero dei 
tettnini '^ cnì sarà ^fnp<ysta T equazione fincrie dal quale • di- 
pènde il tmniero ' delle equazioni del sistemai integrale. 

I. 



-I. / 



Integrazione della proposta equazione ndl* ipotesi 
' i ddV asciata inttipemdenza dei concienti. 



»--» « 



' i«^Si mippcmga piimieraiDeiite che il numero m dei ter- 
mini .^della* proposta equazione sia paii f=s stn , onde abbiasi 

Xi dxi -H -Xa dxa. ••- X3 dxz •>-••••-♦- Jfai» dira» = (i) 

* ' • 

e si ammetta che i coefficienti Xt , Xa • • • • X^n funzioni 
qualunque delle 2/2 variabili Af, , j^a . . . . ^a» siano afflit- 
to indipendenti. 
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Si stabilisca atbitrafrìfHnente -fra le 211 variabili un sistema 
di 2n — a equazioni differenziali lineari della forma (1) e 
sia esso aggregato alla proposta stessa. Il sistema complessivo 
sarà iatégrabile con %n -r^ i equazioni conteiienti .3» ^ 1 
costanti arbitrarie, e tale sistema integrale soddisferà alla pro- 
posta (i) .che & parte addi «sterna di£feteKriate dkesì^é mte- 
gratòi Si potià anche' stabilke ari)itrflrianaate un < sistema di 
^h-^ I equazioni V pnrohè- sia tale che- da esso 'possa. clcrivaréi 
la ' {àropdsta stessa; Si potrà doè stabilire nn sistema di \an W- x 
equazioni in coi la proposta /sia ìncfaihsa od esplitilamente < od 
implicitamente. Indefinito sarà il numero di tali sistemi lecili 
equazioni integrali . contenenti i^n — % _ costanti arbitrarie sa- 
ranno atte a soddis&rè la proposta (i). Fra tali sistemi se ne 
fissi .imo il cui sistema integrale di 211^ i ^ equazioni. ed 
altrettante costanti verrà indicato col nome di sistema arbitra^ 
7T0, in quanto.è il risultato delF integrazione di. un sistema di 
a/i— i^ equazioni, delle quali . a/i'-a sono affatto arbitra^ 
rie ed w^a è d^t^rimnata. ed, equivalente, ^lla. piroposta equa- 
zione. P^sigiiata Ifi Xg^ per I3 vacabile ^idìpe^dente , si po- 
tranno determinare col: i«Ì3tfìma axbiti;urìo trutte le variabili 
dipendenti oti , x^ . . . . ^«n-jt i^i. fimzione della, ara» e 
delle 2n — I costanti arb^trari^. T|ili costanti arbitrarie ii^- 
trpd.otte dall^ intcj^azìone^ si . suppongano pur ^sse variabili, cioè 
funzioni di :«ra» .<e, di. altre arbitrarie.. ,. , ... 
S* indichi con, Dlai differenzjis^zione delle variabili dipen- 
denti risotto alla Xa^ dicesse oont^igono si^ espUcitamente, 
sia implicitan^^nte^ nelle costanti , e sppro <2 , ^ ; i sjmboli di 
differenziazione de^e stesse vari^ibili , il i.^ soltanto rispetto alla 
x^ esplicita, il a.^ rispetto solo alla X:^ implicita nelle 
costanti. Se le arbitrarie che entrwo neQe rr^ , rta , xz ... x^n^i 
si riguardano come variabili, si dovrà nel i.^ membro della 
proposta equazione cambiare la <f in Z7 a tutte le varia- 
bili tranne alla oca^ . Essendo D = rf -i- 5 e supposto 



8i avi^à 



^ ^ « 



ii -y 



iS| c= 1 Xi dXi ^ X% dx% •••• 4* ^sjt ^«n { *^ } Xr SXw H- JT» JbCs **** *t* <^a»». I SaPsji^ I 

*• ^ . ,»■* *»^* * - ■•• 

Se e* munagmaiio sostituiti in qnesta i 'valori delle variabili di-> 
{tendenti inr ftmzìoae di k^ -é'deffleiàrbitraÉiGr desunti dri 
sÌ8teti]a4ntegnde;fe'^i.^ -partii dei? Valore-^ -^fv nella quale 
8Ì rigoardioia'come costanti-'ie ailx l ta tr ie intredotte'dall^mte^ 
§razicaie;ntarà'!seré; ondè-'^Q fimga^drtal sòsAtnziónè Iìi'^j9, 



.#» > •*• . 



5, = Xt hct -i- X» 5flf» .... -4- -Xojs^t Sxaji.i (a) 



^* I • f 



DeOé a/i-^i eqnaùom die annullano T accennata i.* parte, 
essendone affatto arbitrario un àtiihéto = ^^.'— - ^ ♦ si pb^à 
disporre di tale arbìtrio per operare un*nlteHore trasfohnaziò- 
ne dèlia 5i , dalla qaalé apparisca potersi ridarre' Si ^ o 
é perciò soddis&re alla proposta sia con tm sistema di n 
equazioni ed n ' costaùti arbitrarie, sia con iln sistema di re 
equazioni contenenti' ima funzione arbifràrià. • '^ ♦ • '' 

2* Per raggiungere tale scopo si ' rappresenti compendiosa- 
mente con P==: la propósta equazione (i). Sé le arbitifarìe 
Contenute nelle v^aUIi' dipendenti desimté dal sistema integrale 
si riguardano come costati dovrà essere ' ' di' =5 tS , ma riguar- 
date esse come variabili dovrà èssere DP'= o.' Quindi per 
essére ' D s=s dU-ì dovrà' verfficarsi la iP t= è/ vale a 
'dire, sup^sti introdotti nella ' P =s o"' i valori delle varia- 
bili dipendenti dati per la a:»»^ ed arbitrarie, dovendo essa 
verificarsi qualunque siano i valori delle' arbitrarie itesse , 
dovrà esscfre zero la differenziale rispetto a questa ed àrétsì 
W=ò, ■ oésia^ • ■' ' ' .■•--:•'•• -^^ < ' • .. " 

S \ Xi dXi -»- Xn, dXai •♦-.•., H- Xit4t dx^n £ == O 



dalla quale multa 



• • • • 



Siccome per qualunque . vàtere deli* indice 

% 

i s=s I , a , 3 , . * . . a/x (3) 

deve aversi h dxi = rf hxi ^^ essere fì^ loro iudipendènti i 
simboli <2, d ed avverarsi per gli stessi valori la relazione 

Xi dixi = d( JTi Sxi) - rfJSTi Sjtì 

così, raccolti i termini che sono difiFerenziali esatte rapporto 
alla d^ si aVrà 

.d\Xiixi'hX»Sxi'*'''-*'hX2n^tix2n^i\'^{dxièXt'-dXtS^ \ 

•V (dxJSX%''<U[a. &ta) + ••••+ (c&aii^ i dJTa». i - dX^n^i ^»»-. i)) 

I ' • . , • tf - . - 1 * 

Se si pongono per le 8X, , èX% • • • • ^.^m i valori che si 
desumono dalla generica 

col dare alT indice =3 i tutti i valori della serie (3) e 
quindi si raccolgono i termini moltiplicati per le variazioni 

OXi ^ ^Xf • • • • ^X%f^^^x 

si otterrà Inequazione 

ove le Pi , Pa • • •. P»»«i rappresentano i valori che s{ 



.^' ' 
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desumono dalla generica 



attribuendo all^ ìndice = i tutti i valori della serie (3) escluso 
r ultimo. Siccome poi per gli stessi valori della i il valor 
generico di dXi è dato da 

coù i coefficienti dell'equazione (4) avranno qaei valori die 
risaltano dalla 

„ (dX, dXi\^ (dX^ dXi\, \ 

\ (5) 

( dX%n^\ dXj \ , ( dXin 

dXi dXxn^x) *'*"' V ^i 

col dare alla i tutti i valori della serie (3) escluso T ultimo. 
Se ora pel sistema delle tm — a equazioni difiFerenziali da 
aggregarsi alla proposta (i), le quali, come si disse, erano 
afiFatto arbitrarie, si sceglie quel sistema di equazioni che risulta 
dall* eliminazione di una quantità arbitraria =z=: 6 dalle 2/1—1 
equazioni 

P^ = - ^Xi , JPa = - SJTa , ..... Pan-i = - ÒX%n^i (fi) 

allora Inequazione (4) si trasforma nella 

d\ Xt SXt -H X» Sx^ . . . . »H Xan^ 1 ^Xn^i \ ^_ a 
XiO Xi -♦• X^X% ••••■+• X%f^^ K O^a»— 1 

Siccome il simbolo d rappresenta la differenziale rispetto alla 
x^ phe si trova esplicitamente nelle jtx , x^ . ... x^n^i % 
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COSÌ ìategrando e passando dai logaiittni agli esponenziali, la 
precedente darà , 

fu 

essendo C la costante arbitraria introdotta dair integrazione. 
S* indichino con 

Xg9 Xa ••••Xan.if «^xi .Aa***«<^2n«i 

ciò che diventano le 

X^ t ^a • • • • ^3iii_i T -*^i » -^a • • • • ^an— I 

quando in queste si suppone x^n = ^'an« La (7) diverrà 

J,5x,+Xa5jra+---+X«-i5xa,«i==e^^jX^Sa:\+JC'a5ya---^ (8) 

definito l'integrale da ar»» = x\n, ad ora» = Xa». 

Se si suppone integrato completamente il sistema che consta 
della proposta equazione differenziale e delle 7.n — a , equa- 
zioni che risultano dalle (6) eliminata la 6 , si potranno de^ 
terminare le varialnli dipendenti Xj , rta ...• A^an.i in fun- 
zione della vaiiabile indipendente x^n, e delle un — i ar- 
bitrarie introdotte dalle integrazioni. Se in queste equazioni si 
suppone X:tn, = *'a» lo JCi , oTa • • . . ^a»-i assumcranuo 
an apice , e le anzidette arbitrarie divenendo funzioni determi- 
nate delle 

anche le variabili dipendenti saranno determinate funzioni della 
indipendente oPa» e delle quantità (9) che chiameremo pa- 
lori inizialL 

Se i valori cosi determinati delle variabili dipendenti s^ im- 
maginano sostituiti in una qualsivoglia delle equazioni (6) , 
jpp. Ef 184S. 2 
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cavato il valore di d , risalterà esso delb Ibnna 6 «= ^ ^dx^n , 
ove la <p sarà una funzione di x^ e dei valori kiùsiaii. 
Supposto per mantenere una simetria di operazioni che il va- 
lore di ^ sia quello che risulta dall' ultima delle equazio- 
ni (6) , posto 



>« ->^- = 



Nn (IO) 



r integrale essendo ancor definito fra i limiti ora» = x*^n • 
ara» = ^a» , la (8) diverrà 

JÌ:x5^,4.Xa5ya+---+-Ya„.i5ara„.x=iNr„J-r.5x>-^^^ (il) 

Questa equazione mostra che in forza degF integrali ottenuti 
col sistema delle 2n — i equazioni, che chiameremo siste- 
ma ausiliario , il a.** membro della (2) viene trasformato 
in una espressione fatta di due attori di cui il. i.^ è una 
funzione della variabile x^ e dei valori iniziali ancora ar- 
Intrarj , ed il 2.° un* espressione difiEereoziale ìiom contenente 
la x^n . J^ relativa ai soli vfilori inis^iaU.causìderati come nuove 
variabili. 

3. Prima di procedere ad un* ulteriore trasformazione . è op^ 
portuno di ridurre il sistepia ausiliario da integrarsi sotto fiurma 
più comoda e simetrica. 

Kit^iuto che le lettere, (x, , j3 possano assumere tutti, i va- 
lori competenti ali* indice =: i della serie (3), pongasi per 
abbreviazione 

n sistema (6) avuto riguardo ai valori di Pi risultanti dai 
valori £=1,2,3.... (2/1 — i) ed alle relazioni 

(a , a) = o , (a , ^) « U- (P , a) 
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si rìdace al sistema 

« • « •■ 



(i3) 



(an-1, i)i&:,M.(in-i , 2)rfxa«---*-(2n-*i,;2w)rfa:an = 6Xa„_ij ' 



* «^ \ 



àl^ quale^ devc$i aggiungere la propósta 

Xi dXi H- ^arfXa -»- • • • • -H X^ dx^ = O (14) 

o ciò ph^ è lo stesso un^ equazione che risulti dalla combina- 
zione delle .(i3) colla proposta stessa. Per ottenérla in modo 
che ne risulti un^ equazione simetrìca colle (i3), si moltiplichi 
la prima delle citate equazioni per dx^ ^ la a.* per cfo:» ♦ 
la 3.* per dxs , e così di segniito sino all' ultima che verrà 
moltiplicata per cbcan.i* Fatta la somma, eseguite le ridu- 
Kioai del i.'' membro, ed osservando che il 2.^ membro in 
forza della proposta (i) diventa eguale a — ÙX^^dx^n > *i 
otterrà^ tolta la dx^n 1 primieramente 

(i ^2n)dxì -«- (2^2n)dx2 -*-•••• -i- {2»- r ,2rt)rfa?an-i = - ^X^^ 

f 

quindi cambiati i ségni a tutti i terniihi, sostituita alla -(i3, a) 
la sua eguale (a, ^) ed aggiuntovi nel i.^ membro il ter- 
mine zero {211 , 2n)dx^n / si otterrà a complemento del si- 
stema ( 1 3) T equazione 

(2n,l)dSrx4-(2/l,2)cEra«"» + (2/l,2/l--l)<foran-i + (^'«,2'^)rf^a»==ifl'^ ('^) 



) ' 



t 4 



Il complesso delle 2/1 — i equazioni (i3), (i5) costituisce 
il sistema ausiliario da integrerei acciò eoi valori' delle' varia- 
bili dipendenti desunti dalle, equazioni integirali il i.^ membro 
della (11), ossia la Si/ dat^ dalla. (;j),.8Ì^ U^sformabile ngl 
2,° membro della (u). 
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4. Il valore di Nn dato dalla (io) che contiene ona qtia- 
dratura può ottenersi sotto altra forma esente da integrale. 
Infatti se le variabili dipendenti x^ ^ a:* •••• x^n^t conte- 
nute nella (ii) s^ intendono funzioni di x^n ^ de^ valori im- 
ziali x\ , x\ .... x\n^i quali risultano dagU integrali del 
sistema ausiliario, si potrà sostituire alle ix^ , ^r^ •••• del 
i.^ membro della (ii) ciò che risulta dair espressione generica 



pei valori i = i , a , S . . . . (a»— i). 
Ordinato il i.^ membro della (ii) a seconda delle variazioni 
. Sx\ ^ So: a . • . . ^x^^i , il valore di Nn si otterrà dal pa- 
ragone dei coefficienti di una qualunque delle anzidette varia- 
zioni. Se per uniformarsi a quanto si è fiitto per la d si 
desume un tal valore dal paragone de^ coefficienti delP ultima 
variazione ^x'an^x si otterrà 



\ 



ove sarà 



intendendo che nelle JT, , -X*» . . .. JCa»-! di questa siano 
posti i valori delle variabili dipendenti espressi per la variabile 
indipendente Xa» e pei valori iniziali. 

Dietro ciò, posto nella (ii) St in luogo del i.° membro 
e rimesso il simbolo d in luogo di £ nel 2.^, in quanto 
quest^ ultimo simbolo si riferisce alle sole nuove variabili con- 
trassegnate da un apice, la stessa (ii) diverrà 

S, =N^\x!,dx\^X\dxU^^*''^X!^n^d:(!^n^\^H^dx'^^ (19) 

5, Sé le x\ , a: a .... x\n^% che entrano nel attore della 
iV, si riguardano come nuove variabili e la x^^n^x còme 
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ima costante od un* arbitraria qualunque, il fettore stesso co* 
stituirà un* espressione differenziale rispetto a an-^a varia*' 
bili della stessa natura del i.^ membro della proposta (i)« Se 
pertanto neir anzidetta espressione differenziale fra un numero 
pari di variabili si cambia d ia D sarà essa suscettibile 
della stessa trasformazione che si è fiitta subire alla Si nei 
precedenti paragrafi. Posto 

si Otterrà la trasformazione della Sa, sostituendo nella (19) 
la Sa ad- Sx , la 2»— a alla a/t , le Nn^i , -fli-i 
alle Nn , Hn ed aumentando di un apice le quantità rela- 
tive, riguardando le variabili affette del doppio apice come 
nuovi valori iniziali. Si avrà cioè 

Sa =N^^^\ X\ c£^:^^.X"aC&"a^.••.. + J5:V-.4^':ii.-4 }-»• J?.-irfA„ ^3 (20) 
nella quale sarà 

Nn^, = H^^, : r'a„«3 (21) 

essendo 

ed il 2.^ sistema ausiliario assunto come semplice mezzo di 
trasformazione si desumerà dal i.^ riducendone le equazioni 
(i3), (i5) ad un numero =3 an— *a , applicando un indici 
ai simboli (dc, ^ ed alle variabili, ed indicando con dt la 
quantità da eliminarsi. Esso sarà espresso da 



(i,i)'diir\^(i,aycir'a----^ Ci,2»-aycfo'a„^a = ^iX\ 
( I , a)'cir', -H (a , a)'dar a • • • • -^ (a , aw — a)'diir'aii-» = fliX'a 

(an-a , i)'c&'i-i-(2/i--a,a)Vir'a-*'«'«'(2n-a,2/i-a)'djCaA-a = 6i^'an-ij 



(23) 
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6. Q>nsiderato parimente nella (ao) il coefficiente delh N^^i. 
come, un^ espressione differenziale s= ^3 fra un numero ps»ì 
:2» — 4 di nnove variabili 

^ff «.'' ^" ^" 

si avrà pure 

*^n^^ = -"/i— I • -A an— 5 

*- = ^'- (^) - ^-(i^) • • • • -^"-te) 

6d il 3.^ sistema ausiliario da integrarsi si desumerà dal. a.^ 
sistema (28) ponendovi 2/2 — 2 in> luogo di an , aocre^ 
scendo gli apici di un^ unità e cambiando di in da- 

7. Progredendo nel modo sopra indicato si &rà scomparire 
r ultimo termine della ^3 con un 4.^ sistema ausiliario, si 
separerà il termine in posto dispari e sì otterrà un'espressione 
ÌS4 di un numero pari di termini. Così successivamente ope- 
rando si spingerà la trasformazione sino a che la Sn^i sia 
ridotta a zero non esistendo più alcun termine affetto da indi- 
ce pari. Si . giungerà per tal modo ad ottenere una S^ che 
sarà della forma 

Ddla serie rÌGorreiite che nasce dalla relazione gtsierièa^ 

pei valori di i :;= i , 2 , 3 n si otterrà colla sostitu- 
zione continua- il valore di Si competente all'indice - ì = 1. 
Una tale espressione che non conterrà più differenziali ad indici 
pari , essendo in essa scomparse le diverse S , avrà la forma 
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ove una qualunque Ki è data dalla relazione ricorrente 

Hm- 1 Ki t= Hi N$jf, iKiJ^i 
pei valori di i=i, a, 3....(/i — i), ritenute essere 

Chiamerò in generale espressione o polinomio fiìiale un qual- 
sivoglia valore di S^ afiFetto da una S^ sulla quale, pei* 
qualsiasi motivo, non sia più efiettuabile un^ ulteriore trasfor- 
mazione, ed equazione finale la S^ = o. Nel caso attuale 
deir assoluta indipendènza de^ coefficienti deir equazione pro- 
posta , r espressione finale è la (26) e V equazione finale è la 
stessa (26) ridotta a zero% 

8. Suppongansi ottenuti gF integrali del i.^ sistema ausiliario. 
Si potranno i 2/i — i valori iniziali 

determinare in fìmzione delle 2/1 variabili originarie 

Xi , X% , X^ • • • • ^2»^i , X2n v*^*^) 

Integrato il 2.^ sistema ausiliario , i nuovi valori iniziali 

x"i , a:"a , 0:^3 .... a;"a»-3 (29) 

risulteranno determinati in {unzione delle precedenti variabili 

Xi y X^ y Xg...'. 3?aa„».3 y . ^an— a W^) 

le quali essendo funzioni ddle ^n variabili primitive (28) 
risalteranno parimente le (29) funzioni delle (28). Cosi pro- 
gredendo ed impiegando i valori già ottenuti cogV integrali dei 
precedenti sistemi ausiliarj, si otterranno colle continue sosti- 
tuzioni i valori delle 

^C") W"-*) ^c<*""'> x^\' « x\ ■ 

•*! » «^S ? -^5 ♦ . . • Ar a»_3 , •«'an«.,i 

in funzione delle variabili primitive (28). Indicando tali funzioni 
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rispettivamente con 

8i avrà 

Parimente i coefficienti Jf , , iSTa • • • • •£» con tali sostitu- 
zioni risulteranno funzioni delle stesse variabili primitive (28). 
Esprimeremo rispettivamente con jPi , F% . . , . Fn il risul- 
tato della sostituzione. Per tal modo P espressione finale {26) 
diverrà 

5, = -F,df»-^-Farff«-i-»-F3rff».a •••• H-^«rff. (Si) 

9. Si può soddis&re alla 5, = o e perciò alla proposta 
equazione : 

i,^ C!on una soluzione particolare che nasce dallo stabilire le 
equazioni 

dPn = o , rff»« I == o , dfi = o 

dalle quaU risulta il sistema 

fn = a» , fii-i = CCn^t , f, = «, (33) 

essendo ai, a» ••••a» quantità costanti. Il sistema (33) 
die consta di n equazioni fra le variabili ori^narie ed n 
costanti ai , a» • • • • a» sarà un sistema integrale della 
proposta equazione. Le quantità 

•w a» « ^ aii«.9 « ^ aii.4 t • • • • 

che ancora entreranno in questo sistema saranno da riguardarsi 
come costanti soprannumerarie che potranno pur &rsi = o. 
2.^ Generalizzando la precedente soluzione col ritenere le quantità 

X^'^y , ^r/'*-') , . X"a..3 , X'^^, (34) 

non soggette ad essere eguali a costanti , ma lasciate nelP asso- 
luta generalità , si otterrà il sistema integrale più generale col far 



suppongasi che una qualsivoglia delle (84) o iddfei ill^nziiEnst 
ch'esse rappresentano sia eguale ad una funziiooie ajtbitraria 
f di tutte le altre. Se supponiamo, per fissare le idee, che 
skÌM'«ee1ta la prima ^Ue*^84), rit e nendo tJie tmà tal scelta è 
pur -essa «i^itrarìa , n 'avrà 

. f. = $S^. , «,^a , . . • .,.& , fO (35). 



ove r apice apposto alla <f> indica la differenziale jiandale 
della <p data dalla .(35) rispetto alla ^ola quantità , chis ù è 
posta fra parentesi. Posto tal val^e nella (3^2) ,. essa diventa 

& ffff»r{j&#'<f^ ,)if*-.i&)c(&_» ^.(Ft^!j^n^) ^£»)dfn^ -. . • 

Si soddisfa quindi alla ,St = -Or. e p^rpiò alla proposta, sta- 
bilendo il sistema 

A 

-F,<f>'(fi.^.)-*-Fa = o ) (36) 



I»'>f(iijifiil9 MiM^nia 'di ;< i».4 , eqpnaàiim ifiMilmifnie ino^lusMne 
arbitraria seQm<«bf«oito]ili .. tCi » ?^b •^*^:«» . i ^doirraiiiio jcfwnb- 
siderare le quantità x^an ) ^''an-.a •••• quali costanti soprannu- 
merarie -da trattarsi come si è detto dispetto al sistema (33). 

IO. Se neir equazione gfìgfyal^ £ca jm jn^eixi gUfluP^^^ 
m di variabili data in principio si suppone m = a/i-»-! 
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r equazione ad integrarsi fra un numero disparì di variabili 
sarà, espressa da 

Xi dXi -I- Xa dXa. -•-••••-•- Xan ^^an "•" XaTi^. i ^a» + x. = O (S^) 

Ànunesso, ancora che nessuna relazione esista &a i * coe£Eicienti , 
non si potrà trasformare la proposta £itta dì «m polinomio di 
un numero disparì di termini con un sistema ausiUarìo , come 
si è fatto di un polinomio di uh numero parì di termini, a 
meno che non sia adempita una certa relazione fra i coeffi- 
cienti che qui .escludiamo cpme verrà nel seguito con tutta 
generalità dimostrato. È per tale motivo che le precedenti tra- 
sformazioni si operarono sèmpre sopra un polinomio parì iso- 
lando r ultimo termine in posto disparì ad ogni operazione. La 
stessa norma dovrà dunque seguirsi nella proposta equazione 
isolando rultùno termine in posto dispari e trasfonnando 
il restante polinomio pari, .Chiamato. .5 .il. i,^ membro .della 

(37) e posto 

/ .... 

* • 

si trasformerà la Si col metodo già dato pel caso della (i) 
sino ad ottenere T espressione finale della Si data dalla (a6), 
riguardando la x^n-hi in essa cont^iuta come una quantità 
invariabile. La S verrà così trasformata nelF espressione filiale 

5= ZxrfA?x^'*>+Jfarf^3^""'>•^••••+Jf„€te'a„J,4.Xa„+x<iran+^ (38) 

Espresse le quantità 

in frmzione delle variabili primitive , fra le quali sarà compresa 
anche la ATan^-x , posto come si è fatto indietro 

•^1 — *» » «rS ' — *n^i y • • • • * a» ^3. -t- la > -* a».i — *i 

e fatto per la, simetria delle fbrmole 
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la 1 precèdente espressione finale 5 ridotta alla forma (3a) 
diverrà 

» t 

Si soddisferà pertanto all^ equazione 5 = 0, e perciò alla 
proposta (37) , primieramente col sistema particolare di 7i-«- 1 
equazioni ed altrettante costanti arbitrarie, date da 

^ = a» , fà_x = a»_i , . . .. fi .= a, , f =r= x^nj^x = « (4^) 

In secondo luogo col sistema generale di iih*i equazioni 
contenenti una fonzione arbitraria data da 

£1— $(^_i , d-i » •••• ^ . f« . a;as+i) =0 \ ^ 

F, (ì)'(f„_.) ^F, =0 

(41) 

F,(^\U^^Fn = o 

II. La soluzione data nei paragrafi antecedenti è la più ge- 
nerale; ma se si. volesse limitare T integrazione della (i) del 
§ i.^ alla ricerca di un sistema di ^n — i equazioni finite 
contenenti altrettante costanti , si potrebbe , in luogo di stabilire 
arbitrariamente a/i — a equazioni differenziali da aggregarsi 
alla proposta , c<Hne in quel paragrafo si è detto potersi fere^ 
servirsi ancora del sistema di %n — i equazioni 

f . i • f . ___^:> \ ' '" 

^ I . ^^^ *i 1 ^ a : — ^2 ) ..•••• ^an — 1 — ^ai» « i 

■ .' 

quantunque il relativo sistema ausilìarìo serva solo a render 
àbile un'ulteriore trasformazione, purché a tale sduasione, 



die' sanblìte Affiitta* |iÉiiicohure, rimoam.- "egafàb^* in^ case è «eon»' 
parsa ogni traccia dell^ arbitrarietà che la natura stesa» èeltti 
questione richiede^ sia restituita V arbitrarietà eoi si^^ponre una 
qualunque delle precedenti quantità funzione arbitraria delle 
Be9tanà> ^m-^ a ' e eolio ^MUtn^wa. tistenai' dìt) an^^^r-' 6^na«^ 
sdenii smàA uàk^ bnamw iifatìit ^Mk' mìMam ^6% liate ofteiM 
sione vale an^e' pel caM^in ^cm'sr* votanti^ &tiittare'fev'fl^i^ 
sdone a quel numero di equazioni che verrebbero fomite dalla 
Si = o quando questa si riducesse a contenere una Sa. , 
K^noidtti in: questi fivuniim la. 3^ eolDo respèssMneinahi 
Tali soluzioni però qaBitfidiqBeratlrf^tuttK'iK. abddèÉf^ 
posta, pure, siccome non contengono il minimo numero di 
equazioni a cui si possa ridcure la soluzione ,' -non' si -pottanno 
riguardare come le più generali se non quando non sia più 
possibile, stante particolari relazioni esistenti fra i coefficienti, di 
più oltre progredbrer albc) fiMmazione di nuovi sistemi ausiliaij , 
o, ciò che è lo stesso, se non quando, forzati dalF indole della 
proposta equazione ad arrestare ad una S^ il processo della 
trasformazione, divenga necessario il considerare la Si affetta 
dalla Sf^ , e perciò contenente ancora differenziali ad indici 
pari come T espressione- finale da' ridursi zero col minimo nu- 
mero possibile di equazioni In questo caso soltanto la soluzione 
godtà di tutta quelfa generalità che aflia proposta equazione 
dìffei^ziafe si conviene, come si vedrà nei diversi casi speciali 
che si tratteranho in progresso. 

12. Se nelF integrazione dell^'èquazione (i) data in principio 
non si TOgUoho introdurre i vafori iniziali, ma ritenere le ar- 
bitrarie quali vengono introcfettè d'arfe immediate integra«iòni 
dei diversi sistemi ausiliaij, si otterrà parimente una sohizione 
analoga che presenterà gli stessi caratteri della soluzione già 
data. Infiliti essendo proposta ad integrarsi la (i) , se si pro- 
qoAe^ifét nmh) |^ftop»ìidttatiir^ ss gìuagetik; €ol .'meB2{»r<kftk/f«^* 



JTi Ar, H- JPa ara • * • • -^-yan^i3*i»-i — Ce^ (4a) 

che é la (7) del §. i.^ , ove la C è una costante ed iL \^ 
membro è ciò che nasce dalla trasfinmazione ddla S^.. 
Soppoagasi ora che. le an — i. arbitrarie introdotte dalTinir 
mediata > inte^si^ìoBe del. iJì sistuma. aumliaria (iS)ti, C^^ siano 
espresse^ da. > 

Riguardate queste come variabili, una qualunque Ixi della 
(4d). saia emessa, da. 

\rfa,/ . Vaia/ \aaan-.i/ 

nella quale dovrà farsi i=:i»2,3,.... (212 — i). Posti 
nella (42) i diversi valori di Ixi , ordinati i termini per le 

rlìflEfUAntt ìjJì 

e &tto per compendia e -^ ss 2\r. (43) 

la (42) diverrà primieianualis' 

e quindi 

da cui risulta che i coefficienti delle 

• • • • 

non. contengpno. la variabile x^n ^ che i rapporti 

^ — ^i > irv "— -^^a» > • • • • • • Ti •'^ -'^an — a \t*^ì|' 



(44) 



saranno indipendenti dalla stessa variabile. Posta la quantità 
£i pel i."^ membro della (42), il quale rappresenta la trasfisr- 
maziòne del polinomio compreso nella proposta equazióne (7) 
in cui riguardinsi variabili le quantità introdotte dall^ integra- 
zione, sostituito nel 2.^ membro il precedente valore di C, 
e rappresentata con fi quella funzione delle variabili ori- 
ginarie che risulta cavando il valore di o^.i dagF integrali 
del i.^ sistema ausiliario, la (42), avuto riguardo alla (43), 
diverrà 

n polinomio che moltiplica la Qa».i essendo indipendente 
dalla variabile x^ sarà un^ espressione delle sole arbitrarie 

^1 » «»»•*••••• flta»«a 1 ^an.i 

delle quaU considerata T ultima come invariabile, il polinomio 
stesso sarà un^ espressione differenziale fra - un numero pari 
an — a di variabili che potrà trasformarsi come si è &tto 
del polinomio pari contenuto nella proposta (i). Rappre- 
sentato in&tti con Sa. un tal polinomio pari, si eseguirà su 
di esso una trasformazione analoga a quella relativa alla Si 
stabilendo un 2.° sistema ausiliario. Questo risulterà dal i.^ siste- 
ma (i3), (i5) nel quale si sostituiscano 

alle Xg , X^ ,•••...•• ^aiij^a 
le <*, 1 *a , O&an — a 

e posto dx^ui^i = ctea» = o , Xi„, = X»»^, = o 

si mettano le A^ , A% ^ -4a»_a 

in luogo deUe X^ , -Xa , X»-,» 

Chiamate quindi J3^ , ^a 9 • • • Am.s le arbitrarie introdotte 
dallMntegrazione del 2.^ sistema ausiliario e dette Ri , Bi 
le quantità analoghe alle Qi ^ Ai , si otterrà 
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ove la fa sarà quella funzione delle variabili originarie che 
rìsullta cavando il valore di J3a»_3 colle eliniinazioni dal 
complesso degU integrali dei due sistemi Ausiliarj. Sostituendo 
quindi, sarà 

Closì progi;qiendla a auc^v^. trasfpnnaziom dei poUnomj pari e 

. . • < * 

• • • ■ ' ■ "( , 

• «.. ., » 

si troverà la Si sotto la forma finale 

, ' 5, M %df^ ìh Evrff» J. -*- Hj «f f„ _ , • • . V t^ n„ rff, , _ (46) 

Si soddisferà, quiadi alla 5, =;= o,; ;Xv..cc^ egoazipni, 

* r . • - 

■* "' tx = «x , la = 0,% ,.•'.. r» "= flt» (47) 

^s^ii^dc; Oi . «a, •• .. a,^ quantità costanti; li.^ lAdicando 



i^g^,. $ una fim^ae igrbitrari^, cjol sJùstj^a delle n eqtiazipni 

I 

n, Ì>'(f„_.) H- Ha - o 

' n,<f.'{f»_3)-^.n.4=« o 



i« f 



(48) 



^ • 



i3. Il metodo indicato nel precedere paraigrafo coincide in 
sostanza con- quello esposto dal sipior P&ff nella,! Memoria 
inserita -ne^li Atti dell' Accadèmia di Belino per gli anni 
1814, i8i5. 
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lolfittti tiipresii .ITaqàaiiÙQBe (2) del §'i.^ se, ,s0Kjca.it9byiDe «Acuii 
sistema ausiliario ^ si trasfprma il a.^ inembro riguardandovi le 
x^ ^ ara ... . Xan^j quali funzioni di Xan, e di altre va- 
riàbili Oj , fifa . . • . aa»_x si. avrà dalla (44) ove il iJ^ 
membro è eguale ad S^ 



Se in luogo «del rT^ sistema triidiiarìó 'n-^étabifisce ttf^^ c[ÉeÌ 
sistema di equazioni atto a £ir scomparire dai caé&ciétM'^èSBé 
doc^ , dx^ , . . . dxjM^a. la «variabHe Xju^,^ im tal;wtema 
sarà dato dalle 2/z — 2 equazioni 









' •. 



Queste e quiazio m ^BlSeìren^ìali', svilfipparbè tshc'-sìalìiò , ^Qbnrfn no 
coincidere colle .2n — 2 equazioni che si otteogono dalla 
eliminazione della d dal sistema (i3) , in quanto entrambi 
questi sistemi «Hàinno la messa proprietà *di r^d^r costànfi 
rispetto^ alla afa» i Tappottì 't4^)- I^ e q uazi o ni * 1(49) sono 
quelle da cui è partito il signor P&ff «lella^cìtata Memoria per 
istabilire il primo sistema di equazioni difiÉerenziali, da integrarsi. 
Quantunque questo* secondo ««metodo non richiegga la deter- 
minazione delle arbitrarie introdotte dall* integrazione in fim- 
zìone dei valori iniziali, pure esso esige V integrazione effettiva 
del i.^ sisten^ ìpnanzi Ipeter stii^iDe il 2.^, e cosi dicasi del 
3.^, 4.^ , ..«. relativamente ai precedenti « laddove il primo 
metodo in cui s^ impiegano i valori iniziali fornisce un sistema 
qualunque da integrar»< senzVay^x^ r<ittenuta V integrazione di 
alcun sistema precedente. Si vedrà in seguito di quale van- 
taggio^ «ia una taile dÌEqM«iabiw<96ÌiatttmB>id^ siàlBtBt/ aaisiiiar} , 
qcteido «i trattela ^ tiaso'^m tm si-^siqipoiigciBp^ materna: A»^ i 
«^^cìenti d^lla pr^iòsUiieqiiMnòiiev jalcime pMicàlmÀ^eì 
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IL 

Pwprietd dàlie Semi-alternanti e loro applUaziotli. 

I. Prima di progredire ad ulteriorì ricerche é necessario di 
richiamare alcune proposizioni relative ad mi sistema di equa- 
zioni lineari fra un numero qualunque d' incognite e dedurre 
le conseguenze che risultano dalle proprietà delle alternanti 
dimostrate neOa Memoria sulla Genesi delle fkuzitmi simetriche 
ed alternate, pubblicata Tanno i84SnelT Appendice alle Efiisnie» 
ridi astronomiche di Milano. 
Essendo dato fra im numero qualunque m d^ incognite 

ya yh ye yz 



un sistema di m equazioni lineari 

b%'-^b%^^b%' . . . . M- bX^ ^b%* = b^ 



(I) 



^%'^z%^-*- -«- a-j;» . . • • -^ 2'C 



ove la . <ù ìndica qpiella fra le lettere della sene = g 
espressa da 

a , b :, e . . . . u ^ . ; . « , y 1 z (a) 

che occupa il posto i"" , an' incognita qualunque ì^ sarà 
data da 

«ttfe iil taloi» dt&'Metnmte ^D(gy:.tm D(fi'i>-c' yr?) 

Jpp. Eff". 1848. 4 
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viene deteimìiialo da una sempfice openzioiie combbuitorui e 
qadlo della D(gf^^^^^ ù ottiene dallo svikippo ddla IHgY 
a seconda dell* indice genefìoo a» col sostitnire 2^ ad 6». 
Supposto nella (3) (a = z si avrà il rapporto fra nn* inco- 
gnita qualunque t!^ e Tohinia C dall* equazione 

C: ^' = i)(g)^"°*:l>(g)'^'°® (4) 

Se nel nstona (i) si sappoogcmo zero i secondi membri, il 
sistema allora introduce fra i oocflKcienti ddTincognìUi la re- 
lazione 

D(gY = o (5) 

la quale dev* essere avverata. Una tale relazione è qndla che 
risulterebbe dall^ eliminazicme delle m incc^nite fra le m 
equazioni (i) supposti zero i 2/ membrL 

2. Si chiamerà alternante pari la l>(g)^9 quando la g 
consta di un numero pari di lettere che rappresentiamo sem- 
pre colla serie (2), e si dirà alternante dispari quando la serie 
(2) che sarà indicata con g consta di un numero dìspari* 
Quindi la D(gY sarà T alternante pari, la DigY' sarà 
r alternante dispari , e T alternante /'(7)^ si riferirà al caso 
in cui la 7 sìa pari o dìspari. Nel i.^ caso il sistema (i) 
&tto dì un numero m = 2/1 d^ incognite si dirà pari ; nel 2.^ 
in cui sarà m = 2/z ± i si dirà disparì. 

3. Quando nel sistema (i) per m qualunque esistano fra 
i coefficienti le relazioni 

>> = o , à'* = -m^ (6) 

essendo A , /a due lettere generiche della serie (a) per 
tutti i valori della stessa serie, i simboli D delle alternanti 
verranno controdìstìntì con D. Siccome le relazioni (6) in- 
dicano che se nel quadro costituito dai primi membri delle 
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(i) 8Ì fii passare una diagonale da a* alla ^ sono zero 
tuUi ' i coefficienti che si trovano sulla diagonale e sono eguali 
e di segno contrario q^ielli che trovansi ad eguale distanza da 
una e dall^ altra parte della diagonale stessa , cosi quando si 
dirà essere in un sistema avverata la Condizione diagonale^ 
intenderemo essere verificate le relative condizioni (6). 

4. Quando le relazioni (6) sono avverate si ha identicamente 

i>(^r=-o (7) 

Infatti dietro il § 53 ( Mem. cit. ) la J5(7)^ rimane inva- 
riata quando s"* invertano tutti ì gruppi di cui essa consta , onde 
chiamata DXy)^ ciò che in tale inversione, essa diventa si ha 
in generale D{y)^ = D\y)'^. Se supponiamo avverate le 
condizioni (6) sarà in generale DiyY = D^iy)^* Se ora a 
ciascuno degli nt elementi della forma >: di cui constano 
i gruppi della D'iy)^ si sostituiscono i loro eguali e con- 
trarj — ju. ed essendo X^ = — a^ = o , ciascun gruppo 
di essa diverrà eguale al corrispondente gruppo della JD{y)^ 
moltiplicato per (— i)"*. Quindi raccogliendo il moltiplica- 
tore ( — i)** sarà 

ossia , dietro la data relazione generale , sarà 

Dovendo questa essere avverata per qualsivoglia valore di m 
pari o disparì, dovrà per m dispari essere :D(;y)^ = o os- 
sia dovrà essere identicamente zero la jD^g'Y'. ^^^ ^^^ ^^^^ 
segu^iza fu nella citata Memoria desunta, come corollario, 
dalla legge di colmposizione dei gruppi deir alternante, per ren- 
dere manifesta anche la forma che assume in tal caso Talter- 
oaiate stessa D{gy , ciò che in seguito ci tornerà utile. 
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5. Essendo ^ una lettera estranea atta serie (a), cioè 
estranea alla serie y , e sapposto Aé le con^sioni (6) smo 
avviate per tatti i valori di a , jx 4dla serie 



si avrà 



^(7)^** *•«)==+ ^y (a, = ^))^ (8) 

ove nel i.^ membro s^ intende per T indice u posta la 2^ 
e nel 2.° membro s" intende posta la 2^ per la base stessa ca 
ne^li sviluppi delle alternanti D. Avrà luogo poi il h- od 
il — secondo che sarà 7 = g ovvero y =^ g\ 
Infatti pongasi 

La Q che rappresenta una Dir)^ nelle cui basi y si 
ponga (a sss t^ è eguale a ciò che si ottiene invertendo tutti 
i gruppi . della F. Se dunque in ciascun gruppo ddla Q si 
sostituisce a' suoi m elementi \^ i loro eguali — jx^ in 
forza delle (6) , ove si ha pure X s=3 — A , tutti questi grup- 
pi si cambieranno nei corrispondenti della P moltiplicati 
per (- i)**. Perciò, raccoghendo il comun Attore, sarà 
Q = (-i)"*P ossia D(y{(^ = K)y = +J9(r)^^""^^ ove 
avrà luogo il -♦- od il — secondo che m sarà pari o 
dispari ossia secondo che sarà y = g ovvero y = g. 

6. Dietro la composizione dell' alternante pari i?(g)^ data 
nella citata Memorili risolta contenere essa alcuni ginppi fatti di 
soK rientranti di 2/ specie. Sia 2/1 il numero delle lett<^e della 
serie g. Si dirà semi-gruppo ciò che diventa uno de* gruppi 
anzidetti contenuto nella D{gy , quando ritenuti in esso gruppo 
gli n elementi h^ si sopprimano gli n invertiti **. Di* 
casi semi-gruppo ordinato quando per gli n elementi di cui 
consta im semi-gruppo si sono presi quelli in cui la base 
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océupa nella serie g un posto i^ ' ìnfcnbife a 'q«^b dm 
occupa il pit^o iiidice, e sen^^pruppàh jmfartqto.qacAom.bnl 
da^tiDi indice occupa un posto i^ .in&nore a quello doUa 
rispettiva base» Un gruppo ordinaito .siirà dimoile il. prodotto 
di elèmenii' eh« ner<{uadro dd sistema <t) trovami .tatti .h 
delira délb dia^aale%, è^ im gi^pp<> invertito sarà fìttoi ^ 
etemeiQti clié trovatasi a sinistrn delia, dikgonde stessiiN 

Ne risfilta che un grappo quidonque ftttd dì soU fientnuuyi 
dt d/ specie è il prodotto di due seaii*gnippi di cui uno é 
r ordinate, 1^ altro f invertii» Cosi per esempio ii grappo . 

fatto di soli rientranti di :2* èpede coii^ del prodotto dei due 
sémi-grnppi 

c^a é tf^ . . . • , /^(*hg' • • . . 

di cui il i.^ è il semi-grappD ordinato ed il ^.* il suo invertito. 
Si dirà inoline send^^ruppò fbndamejitaie fl semi-'gruppo ordi^ 

nato a^c^efg^ y* e s^indidKerà 'cxm gì. Oli altri semi^ 

grappi ordinati saranno indicati con g» , gs , • ^ > ^ gu,* Indi-^ 
clieremo poi con c^ , e» , tJa , w . * . c^ gP invertiti dei 
precedenti. 

7. Supposto sn il numero ddle lettere componenti la «erie 
pari g e supposte avverate le e0ndi£ioni (6) sarà 

D(sy = 5^an (9) 

ove, essendo S Tag^egato dei gruppi della XfigY conte* 
nenti . tutti i gruppi fatti di rientranti di sola a/ specie , e 
gt } é> ? • • • • g^)x i semi-gruppi ordinati , sarà 

La II sarà T aggregato di tutti i prodotti a due a due dei 
semi-^giruppi stessi , astrazion fetta dal loro segno , e la m 
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indicherà il prodotto di tutti i numeri dispari coAtmuù in 2n. 
Infetti, dietro qoantò fii esposto nella citata Memoria., T alter- 
nànte ' DigY' di ian numero «pari, :m ,. di. elementi equivale 
alta somma F^S-^^R , 'oye. F è Tagigltegato dei;g[nif^ì 
deir alternante contenenti neulxanti di i/.specie:, od.. desienti 
fissi,' la 'S è r aggregato dei gruppi &tlù:.di -«oli riei^Uranti 
di 2/ specie, e la jR T aggregato di tutti,i.j:^tiaitij^iippi. 
Sliante la prima delle (6) sarà P =» o. Si fi^si arbitraria- 
mente un gruppo qualunque . della JZ e sia espresso da 
MG , essendo C un rientrante, di. specie di^{(ari esìsterà 
nella R un gruppo Md dotato dello stesso segno, ove 
Gì sarà T invertito di * G , e per la 2.* delle (6) sarà 
Gì === — G. Ne deriva che tutti i gruppi contenenti rientranti 
di specie dispari si elideranno a due a due e la JD(gY sì 
ridurrà ad 5-h Q, ove sarà Q V aggregato di tutti i gruppi 
della R fatti di rientranti di sola' specie pari. Si consideri 

■ 

ora un gruppo qualunque della Q e sia espresso con Jlf G , 
•ove sarà G un gruppo rientrante di specie pari; esisterà 
nella Q un gruppo MGt dotato dello stesso s^no ed ove 
Gì sarà l'invertito di G. Sarà quindi per la 2.* delle (6) 
Gì == G, dunque i grappi della Q si sommeranno a due 
a due e la D(gy sarà ridotta ad 5 -^ ali. 

Dalla citata Memoria risulta che il numero dei gruppi dell' al- 
ternante pari D(gY fetti di soli rientranti di a.* specie è il 
prodotto dei numeri dispari contenuti in a/i. Sia pl un 
tale prodotto, sarà 

ove avrà luogo il -*- od il — secondo che n sarà pari 
o dispari. Per la a.* delle (6) sarà Ci = ±gi per tutti i va- 
lori di i = I , a , 3 , .... ^ , ove avrà luogo il -»- od il — 
secondo che n sarà pari o disparì. Sarà quindi 

•^ ^ 8^1^ si-*- — -»-g^- 
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Per dimostrare finalmente essere la II V aggregato di tutti i 
prodotti a due a due dei semi-gruppi ordinati g^ , gn • •>* g^i ', 
astrazion fatta dal loro segno , si consideri un gruppo GN 
della n in cai per ipotesi la N consti di un solo rien- 
trante , per esempio N = a^b^c Jt , essendo la G fatta 
di rientranti pure di specie pari. Satà N = et e x VJt , 
cioè fatta del prodotto di due semi-gruppi. Sia per ipotesi 
Q fatto pur esso di un gruppo di nn rientrante solo , per 
esempio C «= g^e^hff^ , sarà parimente G =: f^e^ x h'^ , 
onde sarà 

GN = a^c'^f^e^ X Vd^ìJg' 

il quale è il prodotto dei semi-gruppi di cui constano i due 
gruppi di soli rientranti di 2.* specie, cioè dei due gnippi 

i quali ordinati per g? àulici corrì^ondouo nella D{gf ai 
due grappi 

Si vede quindi che potendo un qualunque gruppo rientrante 
di un numero pari di elementi scomporsi nel prodotto di due 
semi-gruppi , un gruppo qualunque G . che entra nella II 
fatto di rientranti di specie pari , in ciascun de^ quaU si ometta 
alternativamente un elemento, verrà decomposto in due fattori 
ciascun de^ quali sarà un semi-gruppo. Così, per esempio, si ha 

^fg^ctééVritÉK'nC = Jg^éV'tK^x.f^a'dtritne 

* i 

il i.^ de^quaU fattori è il semi-gruppo corrispondente al 
gruppo intero 
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ed il a." al gruppo intero 

« 

Ma impiegando la 2/ delle relazioni (6) ciascun eemì-grtippo 
di cui còn&Uno i gruppi della . n . potrà ridursi ad un . semi^ 
gruppo ordinato col ridurre ordinati gli elementi di cui esso 
consta. Dunque tutti i gruppi della II 6Ì ridurranno al pro- 
dotto a due a due dei semi-gruppi ordinati g, » ga » gs • • » • g"» 
combinati in tutti i modi possibili, giacché oltre tale combi-* 
nazione non vi potrà esistere in II altro gruppo, illtrimenti 
la serie g^ , ga • • • • ga "^^^ conterrebbe tutti i possibili 
semi-gruppi e mancherebbe nella DigY il corrispondente 
gruppo a soli rientranti di 2.* specie *, ne potrà mancare in II 
alcuno di tali prodotti, altrimenti il corrispondente gruppo 
mancherebbe nella D(g)^. 

8. Essendo avvorate le relazioni (6)y si 3vrà 

ili cui le diverse g saranno i ji semi-gruppi ordinati , la 
g^ il semi-gruppo fondamentale e le a .... ]3 .••• S ,... (7.... 
esprimeranno il numero delle altemaziom necessarie per passare 
da} fqBLdamentale g^ ai rispettivi semi-gruppi ordinati 

In&tti provato che i gruppi della II risultano dalF aggregato 
di tutti i prodotti a due a due dei semi-gruppi ordinati , non 
avuto riguardo al loro segno, per poter ridurre la «S-nalI 
ad un quadraU^ F^, resterà solo a proviEirsi che il s^gno di 
cui sarà affetto un gruppo nato dal prodotto di due semi- 
gruppi ordtii(ati 

dopo eseguite, dietro la relazione (8), fé inversioni opportune 
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Mide ridarlo ad un grappo della II , sarà positivo o nega- 
tivo secondo, che pari o dispari sarà il numero de^ rientranti 
da coi sarà affatto un tal gruppo. Ora dai principj esposti nella 
citata. Memoria risulta che il segno competente ad un gruppo 
qualunque G come derivato da un altro gruppo (— i)^C^ 
eoa un numero = p d^ alternazioni è = (— i)*"**^ , qua- 
lunque siasi il giro o processo con cui si alternano le lettere 
di cui esso consta. Sia dunque r il numero delle inversioni 
necessarie per. passare direttamente dal prodotto di due semi- 
grup{ÙL generici (— i)*g»( — i)^gk al grappo G della II, 
la cui composizione 9 astrazion fatta dal segno ^ risulti dal pro-^ 
dotto dei due semi-gruppi gi y gk* Il segno di Q sarà 
s=s (— i) **" '**'*• Sia X il numero d^ rientranti di cui consta 
il^gruppo C% Si trasformi con opportune alternazioni il prodotto 
( — t) '*' gigh nel gruppo in quistione passando pel gruppo 
Ibn^dam^itale della X)(g)* , cioè pel grappo a*6* . . . y^z"" = F , 
per rìdiscendere al gruppo C È chiaro che con un numero = n 
d^ inversioni la gk si cambierà in q affetta dal segno ( — i)'^. 
Il segno del risultato sarà (— i)^^ (— i)*, ed il gruppo 
sarà divenuto giCk. Con un numero 5 d'alternazioni si 
cambierà gi in g^ e si avrà il gruppo '(— i) g, Q. 

Quindi con un numero = x d' inversioni si cambierà Ck 
neir invertito di g^ che sarà c^ , e si avrà il grappo 

Osservando ora essere giCi = ctéff... y' x Vd^f.*. z^ , 

esso con im numero = i2 di alternazioni fra le basi si cam- 
bierà in F. n grappo sarà ridotto a (- ,)^(^ + >^)*^«jf. 
Av^Qido la C. per ipotesi un. numero. = x di rientranti « 
si passerà da ^ a 6 con un numero aji — x di al- 
ternazioni, e quindi il segno della G risulterà dato 4^ 
(_ j)ti(5+>^)+2«+3i,-x ^ ^_ ^y jjj^ g.^^^^^ in ambi questi 

jépp, Eff. i848, 5 
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giri 8Ì deve ottenere lo stésso segno per la C, cosi dovrà 
essere S -4- jx -f- r , pari o dispari secondo che pari o dispari 
sarà ' X. Il segno dunque , che nasce dal prodotto in que- 
stione ottenuto con diretto passaggio, sarà positivo o ne- 
gativo secondo che positivo o negativo sarà il numero dei 
rientranti che contiene il risultante gruppo C; Quindi vice- 
versa un 'gruppo qualunque della II di a? rientranti, il 
cui segno sarà ( — i)*, risulterà dal prodotto di due s^ni- 
gruppi ordinati, tanto rispetto alla composizione de^suoi ele- 
menti, quanto rispetto al segno che assume dopo le iterate 
riduzioni. Siccome i doppj prodotti di tutti i lamini della V 
eguaglieranno tutti i gruppi contenuti in ali , così la D(gY 
sarà ridotta al quadrato della F. 

9. Siavi una serie . o, 6, e, d,..,.p,a:,y,z=:g 
di un numero pari on di lettere. Posta sotto la forma 
g =.-= a^c^....iP*y^ y si esprima con. ^{g) = /^{a^c^.*..i>'y^) 
y aggregato di tutti i termini che risultano dal fondamentale g 
alternando fra loro due lettere successivamente, ed escludendo 
quei termini che non differiscono dai già ritenuti se non in quanto 
vi compajono elementi invertiti, sia ad ogni termine apposto 
il segno -H- od il — secondo che pari o dispari è il nu- 
mero delle alternazioni atte a ricondurre il termine in questione 
al fondamentale g. U aggregato A(g) risulta in tal caso da 
un processo uniforme di operazioni che si ottiene incomincian- 
do dai casi più sempUci e salendo ai più complessi. 
Sia 2n = 2 j sarà g =z a j e quindi sarà Aa = a ed 
in generale Ax^ = X^, 

Sia 2w = 4 , sarà g = a^c . Per ottenere A(g) «= Aa e 
si ritenga fissa una base , per esempio la e dell' elemento e , 
si alterni la d con tutte le lettere dell' altro elemento , e vi 
si apponga il segno — . Risulterà 

AaV = c^Aa* - c'Ad* - c*Aa^ ossia 

Ao V = aV - cV* - cV ( I o) 
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Sia an ss 6 , sarà g => dét^ e quindi 



(•0 



ove si dovranno porre i valori dei À del a*^ membro de- 
switi dal caso di a/i = 4. 
Per 2/1 s=s 8 8Ì avrà parimente 

-g'AAV-g^Aa*cV (12) 

ove pure si dovranno fiu: scomparire le A del 2.^ membro 
col mezzo dei valori ottenuti per s/i ss 6 , 4 ^ a. 
La legge essendo manifesta , la A(g) = A(a*c^.... p'y*) si 
otterrà dalla 

- . . -/A(a*cV....z*)-y»A(a*cV....t;*) 

ove le diverse A contenute nel a.^ membro si avranno dalla 
A(g) in cui sia g di un numero 2/z-^a. Le A che 
si trovano in' ciascuna dì «peste si avranno dai valori ottenuti per 
^n — 4, e così' di seguito, di modo che il valore della (i3) 
»' otterrà da rdiaziiMÙ ricorrenti , ih cui le diverse g dimi- 
nuiscono sempre di due unità. La A(g) data dalla (i3) si 
^ dirà sviluppata a seconda della base y* 
n numero dei termini, di cui consterà il risultato finale scevro 
dal simbolo A, sarà dato dal prodotto dei numeri dispari 
contenuti in 2/z» 
Infiliti una A(g) iktta di 2/1 lettere fornisce colla (i3) 



36 
un numero 2/1 — i di termini. Giascmm A del 2.^ mem- 
bro fatta di 27Z— 2 lettere fornirà un numero su — 3 di 
termini, in ciascun de^ quali la A fetta di 2n — 4 lettere 
fornirà nello sviluppo un numero an — 5 di termini, e cosi 
di seguito , in modo che lo sviluppo 6nale della A(g) , sce- 
vro da ogni A, consterà, come si è ennnciato, di un fino- 
mero dì termini dato da 

{an — i) (2/1 — 3) (271 — 5). ...3.1 = I.3.5.... (2/1 — i) 

I termini che formeranno F aggregato A(g) ' saranno altrettanti 
semi-gruppi, essendo essi, fra basi ed indici, formati di tutte le 
lettere della serie g senza che alcuna venga ripetuta e senza 
die alcuna vi manchi. Un semi-gruppo qualsivoglia potrà dun- 
que completarsi col suo invertito e dare origine ad un gruppo 
fatto di soli rientranti di 2.* specie. 

Così, per (esempio, supposto 2/1 = 6) il termine a^V di 
cui consterà Ifi ^ac é sarà il semi-gruppo competente al 
gruppo intero a^/^e* x c^dfb* = cfi^f'dJ^ìf , il quale ordi- 
nato a seconda degP indici forma il gruppo i^^a^f^ìfdf di 
soli rientranti di 2.* specie che entra nella i?(g)^ == D{€fì>éd?'éfy 
Se si suppone avverata la (6) sarà a'* = — jx ed i semi- 
gruppi, di cui consta la A(g) scevra dai A, potranno ri- 
dursi a semif^mppi'^ ordinati , i quali manternumo ancora il -«- 
^ il *- secóndo che pario dispari sarà il numero delle al- 
i;«mazionitotÌEilÌ eseguite -sulle lettere, onde ridafre il semi-gruppo 
ordinato al selni^g^ppo ^fondamentale , in <|uànlo ogni, altesv 
nazione fra base fe rdatìw indi» fii cambiar il eeg^a al «am- 
gruppo per la relazióne stessa 'x'^ss — /a . 
Si cerchi per un esempio il '^^alórèc^ AoSc^e^- ^pre^fio 'per 
semi-gruf^ otdSmti. Safà'^ 

* 

ed esseiido ' 
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rìsolteirà 



-^cJbV~M'-lt^ìfdf--i^<f'éf4ia*iAf^dfb*i^ 

• • • .1 . . ' ■ 

■ , ■ « • ; 

J r ' • L ' ' ' 

ove vedesi avverata la legge che il segno di ciascun semi- 
gruppo ordinato è positivo o negativo secondo, che si esige 
un numero paà o dispari di alternazioni firja le lettere dì cui 
consta il gruppo in questione per rìcondùrlo ' al semi-gruppo 
fondamentale ordinato ae e. 

IO. L'equazione (9), quando la sèrie pari g che entra 
nella A sia identica eon ^quella* della— F, si riduce alla 

%)•>=*(%))•> ' ■ ' (14) 

In&tti la A(g) consta dello stesso numero ft di semi-gruppi 
come la F, e quando! semi^^fruppi- della à(g) • vengano 
ordinati, essi saranno coincidenti coi semi-gruppi 

astrazion fatta da) segno. Ma i segni da coi sono affetti i 
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semi-grappi ddla A(g) sono positivi o negativi secondo che 
si esige un numero pari o dispari d^ alternazioni per ricondmli 
al gruppo fondamentale. Una tale condizione ergendosi anche 
nei gruppi deU* aggregato F, sarà Fs A(g) , e perciò la 
(9) darà la (14). 

II. La A(aV....y^ = A(g) in foiza ddla !i/ delle 
rdazioni (6). è una fiuuòone alternata riqpetto a tutte le an 
lettere di cui essa consta. Per tale proprietà comune coU* al- 
ternante D{gy &tta dì un doppio numero di elementi si 
dirà Semi^iltemante* . 

Per dimostrarlo supponiamo che la proposimone sia vera per 
un numero =m d* dementi. Basterà dknostzare che essa è 
vera per un numero = tn-^i d^ elementi, e provare che 
per un valore particolare di m la A(g) è una funzione 
alternata. Di &tti se le A contenne nel a.^ membro della 
(i3), che supporremo di n elementi, sono funzioni alter* 
nate rispetto a tutte le an lettere che esse contengono, 
cambieranno di segno alternandone due qualunque di esse. 
Suppongasi, per fissare le idee, che siansi alternate le due 
lettere h , k. Tutte le A , in cui queste entrano , cambie- 
ranno di segno. Converrà vedere che cosa accade ai due gruppi 

— ■/à{a*c'..,. 2*.... v') 

— y*A(aV.... A*.... v") 

in coi le A non ne contengono che ona di esse. Se néOa 
I.* si alterna z con k essa cambia di segno e si avrà 

C ss /A(«V.... *».... p») — y*A(aV.... &*..,. p') 

Si eseguisca V alternazione delle fissate lettere h , k, e sia 
C, il risaltato, sarà 

C, c= y*A(aV,...A'....»'')-/A(«*«''"" **•"•♦'') == -C. 
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AftcnmKNao dunque este pure uà valore eguale e di 8€|;iio con- 
trario. Lo stesso accade se aUe lettere coosecative h ^ k si 
sostituiscano due lettere non consecutive h , L Sarà in tal 
caso da considerarsi che cosa accade colla suddetta altemazio- 
ne ai due termini 

— y*A(aV .... 2*Z* P*) 

S = C. 

— y'A(aV h^z"^ p') 

Se nel i.^ termine di questa espressicme si alternano le due 
lettere k^ m sotto a A, esso cambia di segno e si ha 

y^A(ay....z^i*....p*)— yA(aV....fc*2"'....P*) = C. 

Alternando h ^ 2 , e chiamato C^ il risultato , si ha 

C, = yA(aV....(r"À*.... P*) ^/A(aV...* fz"^.... p*) = — C. 

Dunque la A(aV.... y*) &tta di m-ni elementi è ima 
funzione alternata, quando lo sia la A fiitta di m elemen- 
ti. Ma per m =: a , stante la (6) ;r la A é una funzione 
alternata, ciò che può fiicibnente verificarsi sul valore di Aa^c^ 
dato dalla (io). Dunque una A(g) di un numero qualunque 
di elementi sarà una funzione alternata. 

Si avrà quindi, come corollario, che una qualunque Aj conte- 
nente semi-gruppi non ordinati sarà ^uale a (- i)^A(aV....y*) , 
essendo e il numero delle alternazioni da eseguirsi sulle an 
lettere di cui consta la A(aV....y') onde trasformarla in Ai* 
Risulta inoltre dalla (14) che un"* alternante pari ^{gY 
sì cambia in una funzione simetrica , quando siano verificate 
le relazioni (6). 

1:2. La A(g) = A(aV....p'.,.. i>*y^ può esprimersi per una 
serie ordinata a seconda dello stesso indice z colla formola 

A(aV.^..py) = y»A(a*c^...p')~a'A(yV....p*) 

--i'A(ayc^..,P*)-^c'A(aV''----0 (i5) 
-. ; -.:r'A(aV....py) 
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hk' gett«K|le ÌA A(g) poè • espiimemì per» una setie mdiiiala 
a seòonda di qbm base p o &.\m indice q jappartenentt 
ad US demento generico della g. 

In&tti essendo A(g) » una ^mzioiie alteniata lispetlo a latte 
le 2n lettere di cui consta, si avrà 



.ò_d 



hjd 



» 

Sviluppato il 2.° membro a seconda della base z colla for- 
mola (i3) e posta pei coefficienti cd' delle À la sua eguale 
— z^ si otterrà la (i5). 

Inoltre , siccome, sarà A(a*c''....jp'..^y*) = A{(ifc^....y*p^) ^ 

sviluppato il 2.^ membro per la stessa base p col mezzo 
della (i3), eseguendo in essa due alternazioni /cioè &a y^p 
e fi.*a z ^ q ^ «i avrà 






-/>*A(aV,...«^y) 



(16) 



.—. jt>*A(a*<^.,,. P*g') 



*.rf 



ove si spnp posti, per simetria in ultimo i due termini affetti 
da p^ t p^ che risultano dai due termini della (l3) 



hd 



coli' alternare . y , con ,/> , e , . 2 con 9 , e viceversa.. Si e 
pure 'portato in ultimo sotto. A F elemento y^ Questa, in 
sostanza, è quella stessa che risulterebbe dalla A(a^ .... p*y^7 
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operando soli* demento />' come si è indietro operato sulla y*. 
La (i5) darebbe parimente una formola ordinata per lo stesso 
ìndice q e si avrebbe 

A(oV..„p».... y') = />«A(a*c''.... o*/) 

— a^à(p*c'.... v'f) 

— *«A(</c''.... p'y*) 

(«7) 
-*x»A(aV....t^y*) 

— y«A(oV.... v'p') 

i3. Essoido avverate le (6) , ed essendo g la solita serie 
pari , si avrà 

n(gf^* " '^ = A(g) A(^(« = Q) (i8) 

In&tti la D{gY nel caso generale in cui non si sup- 
pongono avverate le (6) potrà svilupparsi, come si è avvertito 
nella citata Memoria, a seconda dell* indice co, e chiamati 
Ay By C, .... 0, .... Z per brevità i coefficienti degli ele- 
menti a^, &^, .... ò)^, .... z^ ed ordinati i termini , si avrà 

e quindi 
2>(g)^«^0 = Aa^-^Bb^-^ H ft/ ... . ^ Yy^-^Zz^ 

Pongasi una lineetta sui coefficienti suddetti per indicare ciò che 
essi divengono quando si suppongono avverate le (6) , sarà 

b{gY = Aa^'^Bb'^ .... H-Pp^ .... -t-Z^® (19) 

Jpp, Eff. i84». 6 
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e cpiiadi 

In qaeste forinole (19), (20) si è omesso il termine af- 
fetto da lì ' in quanto che lì corrisponde alF alternante 

-^te'"")^""= ^iSY' = ^ P^J* essere g — w = g' disparì. 
Per la (14) si ha 

D(sY = A(g) A(g) =e= A(g) A(a*c''....p'.... /). 

Suppongasi che la o sia in posto pan nella serie g onde 
corrisponda all' indice q dell' elemento generico />'. Svilup- 
pato colla (17) il ti,^ dei due &ttori a seconda dell'indice 
q , indi postovi q =z 1^ e paragonati i coefficienti deHe 
cf* j i^ .... 2^ che nascono da tale sviluppo coi coefficienti 
degU stessi elementi della (19), ot^ pongasi o) = ig, si avrà 

B= — A(g)A(a«c''.... y*) 
' C = - A(g)A(aV-. y*) 



i rf 



P =r ^ A(é)A(aV.,.. /) . . 



f = - A(g)A(a*c''„../) 

Quindi la (20) , ove pongasi tà ^^ q, e sostituiscansi ppr 

A y B , i ]U:oyati valori , e mettasi pel i.*" il termine 

positivo aflPetto da p^ , diverrà 
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Ora il coefficiente deUa A(g) del 2."^ membro è ciò che di- 
venta la (17) quando pongasi 9 = ?^ , onde si avrà 

D(g^1 - « = A(g) A(«V..../.... f) , 

ossia indicando con A(g{q=:l^)j ciò che diventa lo svi- 
luppo della semi-alternante A(g) quando in luogo di 9 si 
ponga la ^ , vale a dire ciò che diventa lo sviluppo della 
A(a*c*'....p^....y*) a seconda deir indice 2^ , , si avrà 

Ma un tale processò ptiò ripètersi per co tatuato in posto dìspari 
e cc^rrispoeideittt^ alla base p dell* elemento generico />'. 
In&tti in tal caso nelld 3(gf ^ J^(g)^{i]^<^....p^....y') si 
svilupperà il 2*^ fattore a seconda della base p colla for- 
inola (16). Si porrà p = J^ , indi ad ogni ì^ si sostituirà 
— r^. I coefficienti dei diversi elementi 

d paragoneranno coi coefficienti degli stessi elementi che tro- 
vànsi nella (19) ove póngasi co ==:/i , con che verranno de- 
terminate le J, jff, ....P, .... 2/ (ihe poste nella {io) risulterà 

» • 

Ma , per essere ' -^ r^ = J^' , il moltiplicatore di A(g) si 
ridurrà per la (16) a 

e perciò la D{gf^^ ^ ^^ , qttalonqpe sia la lèltera della sèri» 
g che la 0) rappresenta , sarà ancora ridotta alla quantità 

^(g) ^(g{^=^)) . che è la (18). 

14. Quando le relaziom (6) sono avverate per la serie dis* 
pari g' delle lettere 
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«t *, e , X , y , z z=i ^ , 

ed inoltre per la serie 

essendo Z^ nna lettera estranea alla serie ^ ^ si avrà 

^(gf)g(«-Q ^ + Acg'- 0)) ACg'-i. ?:) (21) 

ove le ^ — Ci) , g^-«-2^ costitoìscono due serie pari, di coi la 
i/ è ciò che diventa la ^ omessavi la lettara generica desi- 
gnata per (1) , e la a/ è la ^ a cui sia aggr^ata la lettera 
estranea C Avrà luogo il -«- od il — secondo che a» 
nella serie ^ occnpa on posto dispari o pari. 
Infìtti pel § 73 della Memoria citata si ha in generale 



± fl'2?(g'-fl)<«^'"'*> *a'i)(g'-a)<^'"') 



ove avrà luogo nel termine generico il -h od il — secondo 
che 6 occuperà un posto dispari o pari nella serie g'. 
Supposto z szi ti negr indici, sarà 

2?(g'/(»=?) = z^D{^-z)^'''*^-y^D(^-yÌ^'''Kx^D{^''xf«^''\... 

±6^i>(g'-fi/^'-*> +a^Ì)(^;-a)<^'-*) 



Nel § 54 della Memoria citata si è mostrato come un' alternante 
D^ è eguale a ±D secondo che pari o dispari è il numero 
delle alternazioni necessarie a fìrsi nelle basi onde passare da 
on^ alternante aU* altra; si avrà dunque 

ove avrà luogo il -h od il — secondo che 6 sarà in 
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posto pari od in poeto disparì, ossia, posto g^'—z—g, sarà 

Quindi pei diversi valori di 6 =: y , x , p , a , si avrà 



Posti questi valori , si avrà . 

- 6^D("g(« =«))* a^D(g(as:z)y. 

Ora 8Ì suppongano avverate le (6), onde le D divengano D, 
e 61 osservi die in forza della (8) in coi fiicciad y ss g si ha 

« 

<piindi eseguita tale inversione por tatti i. saddetti valori di 
è s=: y , X , V , a, si avrà 

^6^%)»(^-*) ^a55(^)«<'"=*> 

Richiamata ora la (i8) , ove si cambj ù, t^ in d, z sarà 

,%)«<«-') =,A(^)A(g(fl=z)) ; 
per tatti i valori di d = 3r,«,p, ...,a, onde, avvertendo 
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essere pel J »o ' ^(g)* = ^(g)A(g). s"* 

JÓ(g^'(«-«>=A(g)J2?A(g)-/A(g(y=z))-*^A(^«=z))- 

• - 6^A(g(fl=2)) ...... -a^A(g<a=z)) | 

Ma se le condizioni (6) hanno luogo non solo per la sene g\ 
ma per la serie |^h- ^, il polinomio die jnoltqplica A(g) è 

lo sviluppo della A(g' -1-2^) = A(a e x^z'^) a seconda 

deir indice 2^. Dunque, posta per g la ^-^z, sarà 

^(g//(*-0 = A(g'-.z)A(g'H.^). 

Se ora si cliiamì u una qualunque lettera ddla serie g' e 
si cerchi a die si riduce la D(^^^^^^^ , seguendo il processo 
indicato pel caso in cui era (ù =^'z si otterrà [ier risultato 
dò che deriva daU^ precedente fortHola, sostituendo «>> alla 
z, e rìducendo negativo il a.^ membro qualora a» occupi 

UB posto ifXU 

i5* Stabilita la serie pari g dì txn lettere 

ai 6, e, .r,.^, ap , y , z e|K>sco g^^g-zp^a^ b,\Cy^^u x ^y 

la semi-alternante A^) sarà sviluppabile a seconda dell'ul- 
timo indice z colla forbiola 

A(g) ±=^ y'A(g'-y)-:r'A(^'-a?)*p'A<g'-f^)— '.^a'A^g'-a) (22) 

• . ... 
Inatti si ha , come nell^ antecedente paragrafo , 

Ma nel % 5\ della Memoria citata si è mostrato come un^altemante 
D^ è egiùde a ±D sec<^o x:he pari o disparì è il numero 
delle alternazioni necessarie a firsi nelle basi onde passare da 
un* alternante all^ditray «i acrtk quindi, come nel §14 
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oVj8 avKà luogo il H- od il «rr- , se^do che si «lige un 
uu^iero pari o dìspari d^ alternazioni per passare dalla |/ altera 
nante ajla ;2.*, ossia secando ch^ la occupa nellsfs^ci^ g 
un posto pari o dispari, contata da destra a sinistra, ovvero 
per . èssere g pari , secondo che ^ occupa un posto disparì 
o pari, contata progressivamente da sinistra a destra. Cosi per 
esempio si avrà 

Lo stesso si dirà degli altri. Sarà dunque 

-P*i)((g-z)(i.=z))*-*- 

e pottOTÌ g**-s ax: ^- sarà 

DigY = z'Z?(s^*' - /i>(g'(y = z)y ^ x'D(^{x = z)y 

-.v'Z)(g'(i; = «))*'- 

Supposta avverata la condizione diagonale per cui la jD si 
cambia in ^ e per essere D{^Y' s= o ' sarà 

Ma per la (8) in cui sia y disparì = g' si avrà per qua- 
lunque valóre di é 

Sarà dunque 

Se nella fonnol^ (ai) , ove si supponga che la serie dinari 
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^ «ala g^^ qv adottata, ed inokre die la ktten 
ertcanea alla serie g' sa la z, cioè pongan ^=r en 
diano ad e» i dhreni vdoii dda serie g', si a^ia 

^(gy(^«> = ^ACsT-f^ìAC^^z) = -..A(g'-P)A^ 



e cosi dicasi d^;li altri. Posti questi valori ed osservando essere 
J>(g)^ = A(g)A(g) e divìdendo per A(g) si avià la (22) 
la quale presenta lo svihippo defla semi-ahemante sotto la stessa 
ferma che si è data, nella citata MenuMÒa, allo sviluppo dell* al- 
ternante ordinata a seconda ddlo stesso ìndice z. 

Un simile processo servirebbe a fiotnire sotto la stessa forma 
lo sviluppo della A(g) a seconda ddla base y o più ge- 
neralmente a seconda di un indice o di una base qualunque. Cosi 
essendo q un indice qualunque della g = aV;''..../i'.... p'y' 
si avrà 

A(g) = +jz*A(g'--z)^y*A(g' — y)-*-a^A(g' — x) [ 

ove sarà ^ = g — q ed ove avrà luogo il -«- od il — 
secondo die la q occupa nella serie g un posto dispari 
o pari. 

i6. Nel sistema (i) di un numero qualunque m di equa* 
àoni si sostituiscano , per semplicità , alle m incognite 

y yh yc yt$ y% 

rispettivamente le incognite 

^x ^a ^3 ^ ^ 

— p ^ — y t — y ' ■ t • • • • — p ? • • • • — y 
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Tale BÌsteina diverrà 

a%t -H a Z^a • • • • -*" a i^i • • » • -•- a*^ = — a^^^+i 



(a3) 



2*^1 -*- Z t^a ...--♦- s 2^j. . . . • -H 2*^ = — 2^J^+ x 



Se si suppone avverata la condizione diagonale e si ponga 
^^ =3 o ed inoltre w^ = — Z^ per tutti i valori di w 

della serie a, 6, e, y, z, il sistema (aS) per m pari 

sussisterà senza che sia verificata fra le quantità indipendenti 
dalle incognite altra relazione estranea alle già supposte. Il 
sistema (23) per m disparì non potrà sussistere a meno che 
Aon sia avverata la relazione ^{j^^Z^ == o , . essendo ^ la 
sene dispari a , & , e , . . . . y , z. Ciò che si dice del si- 
steipa (23) vale anche pel sistema (i). 

Infitti r aggregato della i/ delle (23) moltiplicata per ^i 
della 2.* pier J^a i *-. della m*"** per X^ i dividendo per 
^w-4-i ed osservando essere ?^^«= o, fornisce Tequazione 

ossia 

la quale unita al sistema (23), in cui siano portati nei primi 
membrì i secondi, finnirà un sistema di ìti-^x equazioni 
fra 7?K -4- I incognite , dalla cui eUminazione si avrà per la (5) 
D(y)^ = o , ove y esprime la serie delle m -h i lettere 
a, 6, e, ....a:, y, z,^. Ora se sarà m pari sarà 7 
dispari , e quindi y r=z g\ D{gY' = o. Questa es- 
sendo pel § 4 identicamente avverala , il sistema (23) ed il 
sistema (i) non introdurranno alcuna relazione fra le quantità 
Jpp, Eff, 1848. 7 
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indipendenti daNe incognite. Ma se m sarà dispari v sarà 7 
pari, e chiamata ^ la serie dispari a, i, ....y, z^ sarà 
7 = gr' -K i^. Quindi la D{yy = o , che per essere 7 
pari non è identicamente verificata, darà 

2?(7f = (A(7))* = (A(g'* Q)* = o , ossia ACg' + Q = o. 

Questa introducendo nna relazione fra le quantità indipendenti 
dalle incognite del sistema (aS) e perciò del sistema (i) , con- 
verrà che sia verificata acciò il sistema stesso possa sussistere. 
17. Supposto dato il sistema (i), ed avverata la condizione 
diagonale, T equazione (4) pel caso dì m =^ un diverrà 

■ 

Ki : ^.n = A(g(a)-^)) : A(g(r = ^)) (24) 

e pel caso di m =3= 2» h<- i ed avverata la ùk{ff ^ ^) ss « 
divora 

ove varrà il -h od il — secondo che a> nella serie g' 
occupi^ un posto dispari o pari. 

In&tti r equazione (4) , supposto g pari ed m c= an , ed 
essendo avverate le (6) diventa 

« 

ed in forza della (18) essendo 

si avrà la (24). 

Siccome in tal caso un^ incognita qualunque ti è data d^ 

ti = — - , ^ 7 ? ne deriva che quando sono verificate le 
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relazioni (6), il valore 4i un'incognita qualtinque lii bx de- 
riva dalla fonnazione della fiemi-altemante A(g), ndl^egual 
modo che T incognita stessa si deriva dall^ alternante D(gY 
nel caso generale m cui le condizioni (6) non siano avverate. 
Sapposto m disparì ss an^i ed avverata, per la sueatstenza 
del sistema (i) , la relazione A(g'«H^) s= o la (4) diverrà 

ed essendo per la fiumola (ai) 

7J(g')«'(«=?) = ± ACg» - «) Afe' ^ j;) 
D(gY^*'^= ACg» - 2) A(g' H- 

ove vale il -«- od il — secondo che co occnpa nella se- 
rie ^ un posto dìspari o pari, si avrà la (25). 
Nei rapporti pertanto delle incognite scomparendo nel caso 
di Tìi dispari la lettera ^ estranea alla serie ^ i rap- 
porti stessi, in forza delle (6), sono indipendenti dai 2.^ membri 
del sistema proposto e risultano soltanto funzioni dei coefficienti. 



m. 



Riduzione dei sistemi ausiliarj. 
I. Sia proposta da integrarsi T equazione 

in cui sìa m qualunque. Stabilite le due serie di lettere 
ed indici 

« > * » e , A , 0) , IX , y , z 

(a) 
i , a , 3 , .i.i» a , ••••. i , p , .«••• (m^i) , ut 
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si diranno omologhi i termini che nelle serie (2) si corri- 
spondono verticalmente. Se nel sistema (i3), (i5), art. I si 
pone 2n= m ed il simbolo generico (a , ^ in cui- a, j3 
indicavmio ìndici si feccia eguale al simbolo X^ in coi A, 
A sono i rispettivi valori omologhi, ed indicando i F indice 
di ù) , si ponga Xi =2 ur^ ^ il sistema suddetto si ridùce a 

a^dxi -H a dxa, -*- -*- c^dxi -•- -♦- c^dxm 5= 6 a 

AVor. H. b^dx^ H. ^ indori h- ••••• -+• b*dx„, = 66^ 

(3) 

z'dii:, -♦- z^dxt^ -H -H z^dxi •♦- •+- z'^m = ^^ 

ove sarà sempre x = o ^ x'* = — jx^ (4) 

La I.* delle serie (2) verrà indicata al solito con g o con 
^ secondo che m sarà pari o dispari. 

2. Il sistema ausiliario (3) da integrarsi se è m = 271 si 
riduce al sistema di m — 1=2/1 — i equazioni rappresen- 
tate dalla proporzione continua 

dx^ : dx^ : dxz : dxi : dx^tn = 

A(s:(a=2;)) : A(g(6=0) : A(5(c=Q) : ....A(g(«=0) : ..- A(g(z=^)) 

che equivale alle oji — i equazioni che nascono dalla 
generica 

^' = A(g(a)=0) : A(g(z=^)) (6) 



dx 



essendo £ ed w valori omologhi delle serie (2). D valore 
di una qualunque A^g(w=?^)) deriverà dalla semi-alternante 

A(g) = A(a e (^y) quando nello sviluppo ottenuto dalle 

continue sostituzioni eseguite nelle relazioni ricorrenti (i 3), art. II 



(5) 
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venga costituita la ^ alla lettera o) , sia. nelle basi che 
negr indici» ìndi avuto riguardo alle 

J^ = Xi / s;^ =-x, '(7) 

si sostituisca ad una qualunque >: la corrispondente (a^ J3). 
Di fatto diviso il sistema (3) per d e posto 

^ = t.i (8) 

esso. si riduce al. sistema. (i) , art. Il, Essendo quindi avverata 
la condizione diagonale, si otterrà la (6) dalla (25), art. II, in 
cui pongasi il valore (8), e da essa la proporzione continua (5). 

3. Siccome i successivi sistemi ausiUarj di cui si fece uso nel- 
Tart.! per ottenere il sistema finale degF integrali < della pro- 
posta godono tutti deir avverata condizione diagonale e si de- 
duce il 2.^, 3.^, sistema ausiliario sostituendo ' nel 

sistema (3) alla ni = 2» successivamente 2/1-2, 271-4, 

ed. alle quantità che contengono le Xi , Xa ,....:... le stesse 
quantità affette da apici, così la riduzione di questi sistemi 
ausiliarj secondar) alla forma di proporzione contìnua si de- 
durrà dalla stessa (5) o (6) col solo sostituire a 2/1 i rela- 
tivi numeri , ed alle Xz , X» , » le stesse quantità a^ 

fette da corrispondenti apici. 

4* Si dirà pari o dispari T espressione (i) secondo che 
ecMiterrà un numero pari o dispari di variabili colle loro 
corrispondenti differenziali, e quindi si dirà pari o dispari se- 
condo che tale sarà il numero 771. Si diranno espressioni ri- 
dotte quelle derivanti dalla (i) che compajono. affette da 
apici aventi la stessa significazione loro attribmta nelFart. I. Un 
sistema ausiUario si dirà pure pari o dispari secondo. che con- 
terrà un numero pari o dispari di equazioni. Un tal compen- 
do di espressione fu adottato anche per le alternanti pari o 
dìspari, ma non. può ciò applicarsi alle semi-^lterbanti, le quali 
dietro la loro essenza e formazione sono necessariamente pari. 
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5. Sapponunno che eia proposta T equazione (i) m cm na 
m dispari. Se nella (i) arul si pone m in laogo di un^ 
riguardando più generalmente m come pari o dispari, si pò- 
tra ripetere sa di essa Io stesso ragionamento e processo di 
calcolo per trasformare il i .^ membro dett^equazione più generale 

Xi dxj -4- Xndxi -♦- • -I- JlJ» dxm = o. 

Riguardandosi variabili le arbitrarie, e ponendo D in luogo 
di d^ e chiamato ancora Si un tal i.^ membro, la for- 
mola (ù) satAj campatovi tm m m^ fiimsrà come prima 
r espressione 

Si = Xi SXi H- Xa OXa -•- -H Xm. i Mf»— t • 

Quindi stabilito il i.^ sistema aunliarìo^ 

(i , l)dxi -H (i , o)dxg, . . . . -I- (i , m)€lx^ =; fiX, 

(a , i)dxi -4- (a , a)dx^ ••••-*- (a , m)dxm = 6Xa 

(9) 

{m^i)dxi -H (m , 2)dx,^ • • • • -i- (m , m)dxn = flX» 

che risulta dal sistema (rS), (i 5), i cambiatovi an in m, si 
otterrà la trasformazione 

essendo 

ove le X| , Xs , . . • • jTm^t flaranno espresse in fannoiie A 
Xm e dei vabri miaiali x\ , jr 4 , or's » • * • • x^mi^^ i rìsokaati 



dal valor particolare Xm ^^ ^m quali si hanno dalle m— i 
equazioni integrali del sistema (9) , eliminata la 6. Ma un 
tale processo, nelF assoluta indipendenza dei coefiKcienti della 
proposta, è soltanto possìbile per m pari, come si vedrà nel 
seguente paragrafo. 

6. Stabilite le dae sene di lettere e di indici 

y b ^ c y ••.. A, •••• Ci), ••.• /x, •••• y, z ì 

I, 2, «3, •••• 0^1 •«•• it, •••• jj y •••••• Tìt 1 

e chiamata g o g^ la 1/ serie secondo che m sarà 
pari o dispari , il sistema (9) pel caso di m pari = un non 
introduce alcuna relazione fra i coefficienti che possono man- 
tenere la supposta indipendenza fra loro. Per m dispari 
s= 2n -«- I il sistema (9) introduce una relazione alla quale 
debbono i coefficienti della proposta soddis&re, acciò il sistema 
stesso possa sussistere. Tale relazione che diremo Equazione 
condizionale è data dair equazione 

A(g'-^j;) = A(aV x^z^) = (u) 

ove^ sviluppata la semi-alternante A , si sostituiscano agli ele- 
menti contenenti la 2^ i loro valori desunti dalle espressioni 
generiche 

0)5 = Xi , ^^ =-X- (12) 

che hanno luogo per tutti gli omologhi valori di i ed &> 
delle serie (io). Infatd sostituiti ai simboli (oc, i^ del sir 
sterna (9) i corrispondenti simboli x^ delle serie (io) ove 
m sia pari o dispari e £itto in esso 

Xi =3 0)^, dXi '= ì^i , 6 = —^.m^x 

il sistema (9) si riduce al sistema {p&) dell'art. IL Per ciò che 
si è ivi dimostrato il sistema (aS) in cui è awqMa la 
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diagonale, e perdo anche il sistema (9) in coi tal coiiclizi<Mae 
si avvera, sassisterà per m pari senza che fira le qtiantità 
indipendenti dalle incognite 

dxt y dx% , • • • • dxi ,' • • • • oJtjM , 

sia necessaria alcuna relazione, e per m dispari non potrà sus- 
sìstere, a meno che non sia verificata la relazione A(g'-»>2^) = o 
ove g è la serie dispari a , i , ..•• o) , ....y , z. Essendo quindi 

^^^2^ = ^, b, e, ....y^ z, 2i sarà ACg^^^) = A(aV.,..x^z^) = o 

ove, sviluppata la A, si sostitniranno ai relativi elementi 
Mn , t,^ i loro valori -Xi , — JC,- . 

7. Siccome ^i è finora trattato il caso dell^ assolata genera* 
lità ed indipendenza dei coefficienti di una proposta equazione , 
e quindi non si è supposto avverarsi alcun^ equazione condi- 
zionale, riserbandod a trattare in seguito questo caso come 
compreso in quello in cui si ammette che i coefficienti deb- 
bano soddisfare a date equazioni, è perciò che nel caso gene- 
rale deir art. I non potendosi eseguire le trasformazioni nella 
ipotesi di un numero dispari di variabili , fu necessario , onde 
ottenere la trasformazione finale della Si data dalla (26) , 
di eseguire le successive trasformazioni sulle sole espressioni 
fatte di un numero pari di variabili, escludendo da tale trasfor- 
mazione i termini affetti da variabili ad ìndice disparì. 
Ed infatti se la trasformazione in quistione fosse egualmente 
possibile per m disparì come per m parì , si potrebbe al- 
lora con un numero m -- 2 di sistemi ausiliarj trasformare 
la Si in un^ espressione binomia 

S, = Kiàx^^^K^dx^'^') ^ o 

e soddis&re alla proposta (i) con un'equazione sola conte- 
nente una costante arbitraria quale risalterebbe dall' integrazione 
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della pr€lc(9dente equazione riguardata i&a due variabili. Sostituiti 
poscia neir equazione integrale ottenuta, in luogo delle arbitrarie 
o valori iniziali che èssa contiene , i loro valori in funzione delle 
jvfariabìli:. originarie desunti, con sostituzioni sncòessive, dagli 
integrali dei sistemi ausiliarj stabiliti , una tale, equazione unica 
«ardbbe quindi V integrale ddla proposta t^munque, non ed*- 
^teado alcuna relazione fra i coefficienti^ non siano , avverate le 
•equaziotìi del critèrio d^ integrabilità , ciò che è assixbdo» 
> S. Supposto nella (i) che sia m. dispari ^^ &== aai-^i e 
•che i coefficienti: Xi , X% , . . • • X^^^^t,. della pi^eipoata reor 
dano soddis£itta T equazione condizionate ' - 



* * I 3 



I .• • 



A^-^^) = o (i3). 

love ' g' esprime la serie disparì dafó ^Ha (^}\, il sùoeina 
ausiliaria . (9) , ohe in tale ipotesi non è più inoonpatìfaile , fi 
riduce alla propcnrziane conlinuft 

dxi : dxa • dxz : dxi : -*•• dx^B^ht^^ 

(14) 
A(^-a) : -.A(g'-6) : ^àig^e) : .•••±A(g'-a>) : .-.^-Afe'-.z) 

ossia si riduce al sistema di m = 2/1 equazioni die deri-^ 
vano dalla generica 

dxi : dx^n-k^i =±A(g'-a)) : A(gf'-2) (i5) 

attribuendo successivamente ad £ ed a> gli omologhi valori 
delle serie (2). 

In&tti il sistema (9) che è sussistente in for^a dell' avverata 
equazione condizionale quale risulterdbbe dall' eliiaiitacione di 
tutte le incognite dxg , dxx ^ ^•••. dx^-bi > ^^ postovi 

sì riduce al sistema (i) dell'art. IL Quindi dal § i3, art. II, 
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piQr. , essere. - a VVei'9t« . X oquazione cònàitioaale ne; . <ckviy« 



» t é « • j 



♦r • » > 



^ cui, posti i calori. (16), si ottiiene idi (i5) e da^èssa la 
iprcpomcàe continua (14).' ■ . ' - 

yeqaaàone generica (^iS) non conten€n40'la ^ , né pòtimdo 
queèta ncomparire negli noliippi delle A e soiimusioni isa<>- 
cessive '^i' aratori 'dei^ simboli A.^ , ne desrìva che pel caso. di 
ni dìspari, es80iid<)^:àv velata la (i3),il i.-^* sistcfma ansilìario 
non oóntimci i òcleffici^iti della proposta (i) , ma^ soltanto i 
loro differenziali par^òàlrv ' -* . . 

9. Per mostrare come si proceda ad ottenere il valore finale 
di un termine generico delle (5) espresso pei coefficienti della 
.proposta', su^oqiamo /cbe la g &tta delle un lettere ddDa 
•serie ! (i^) . sia espressa dai suoi n elem^iii a e « « . . /i»'. • • . v^y 
e vogliasi la A(g(a) = QÌ pel valore di co c=5 y. 
Se nella (17), art. II, che dà lo sviluppo di A(a*c ..../?'.... y*) 
a seconda dell' ìndice q , la cui base p sia omologa all' in- 
dice M» ..si pone 5 = J^ , si avrà 

^(s(?-^) =^ j/>^A(aV....y") - a^A(y/;^....y')^ *•.. -«5A(aV..../) j 

ossia per essere a>^ = Xi la Mg{q=K)) diverrà 
X^A(a*c'*....y')-XxA(pV..../)^ZaA(£/c''....y')....-Xa;»A(aV...y) 

Sviluppate quindi le A colla continua sostituzione delle re- 
lazioni ricorrenti citate al § 9, art. Il, sino a che scompajano 
tutti i simboli A, si dovrà a ciascun elemento A^ sosti- 
tuirvi la (a , j3) fatta degU indici a , ^ omologhi alle X , ji 
ed a ciascun simbolo (a, J3) sostituirvi il relativo valore 

f*Jk.x dXct ^, 

-z 7—^ • Si otterrà cosi il valore di ciascun termine 

^(gi^à^K)) in cui CD è un indice espresso pei coefficienti 
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ikdla'^(^sta'-e lom ^iifetimziafb parziali t perciò e^mé in 
funzione delle vafiàbiti j ap, , ■ »^\' ,\ .•.•. x^, . 
Sé sif'Vaole>in'vtsce nria ÀUf(o)=i'^)y in cài a» ' cornspoadaì 
ad^'tin» blMSé' p^ si svilupperà la A(a^c'^...,p^é...y')' opUà 
(f6)v alrt. Il, a^^econda- della base p^ - e- ritenuto fi ..il tert^ 
mine omologo di p , &tto p t=Z^ ed osservando essere 

ove gli sviluppi dell^ semi-alteaianti^; A; si £iranno come si 
è sopra indicato. 

Parimente per (ù = z sviluppando p^r F indice ,z.^;, .in4ì 
ponendo z = ^ , ed avvertendo essere w^ = Xi onde 
y^ — Xa»-i^t si Otterrà' A(g(2 = 2;)) e= 

Xi,.. A(aV— p') - -ar,A(yV....t;*) — .... 1. Xa„_aA(a*c^....py) 

I * , • • 

e si procederà a ùlì scomparire' le A ' ed a sostituirvi ' le 
espressioni per le variabili come si è accennato sopita.' 
Un simile processo vale quando veglisi un termine qualun- 
que J\{g'--(ù) della (14) in cui g* indica la serie dispari 
a^ 6, e, .... 0), ,,». Ji.^». e quindi ,g'r^fà la scorie pari 
a,6,c,....y,z mancante di oì* Posta sotto la forma 
a^c'^. . . . y* = g' .:- oj ^ 31. troverà/ cenip *^ si è 4cUq. sopra , il 
valore della A(gf-a)) = A(aV....y'). 

;o. Dalle cose antecedenti risulta' non essere pùnto neces- 
sarìo il sostituire^ la. . ^ alla o) ,i|^nniediat^mente dopo il i.^ 
sviluppo della ^.A , ma potersi eseguire, o T intero sviluppo 
della à{cfc'^..Jfl^....y*) 'sino ili* esprestódne filàate indipen- 
dente dalle A per porvi, le espressioni 



' "^ ' •'• » »i • ••/ , > , 



J^ = Xi , r = -Xi ^ 

onde ottenere il valore di ^(à{oìstu , lare una sin^ile 
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908tìtf]zi<me. dopo un (lelecmmiilo numero di eviliqppi a j^accti^ 
ottenuti colle relaaàoni ricorrenti «opra citate, v 
GioTa avvertire die «i potrà, (piando. tornì piÙLicotoodo, in 
Inogo delle (i6), (17) dell'art II servirsi deft^ fonxi^W. anlK 
loghe a quelle che si hanno pex raltematile Vig^^f . come 9Ì 
è mostrato al §i5, art. II. 

II. Per mostrare con qualche esempia: l'.uao delle fi>rmoIe 

date indietro, suppongasi che nella proposta (i) sia /?i = 4. 

' Essa sì ridurrà alla 



t » » I — ■- f -« - * . ^ 



Xi dxi -*- Xidxa, -*- X3 dxz "♦- X^dx^ = oi 



r 

f I ' 



Le serie (2) diverranno 

a , b , € , d } 
» , a , 3 , 4 .) „ 

e si avrà g'=^<ité^ Stabilito il sistema ausiliario (3), art^I, 
pel caso di on <= .4 , . e posto 

(à,^ = A'*;' Xi = «^, • -X-^lf', (18)' 

per ridurlo alla forma (3) $ i ', esso diverrà 

• * . • * 

^dxx •+• e cfoa -•- <?'rfA:3 -♦- c cir4 =3 tìc** 

- • • • • 



(»9) 



^ " » 



Quindi la (6) pei valori omologhi delle serie (17) diverrà 

^« 4(^(0. = ^)) :A'(^(rf=0) (ao) 
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e la (5) diverrà 

far, : cfcr» idxixdx^ = /i(jg{a-t:,)y: A(g(ft=j;)) : A(g(è=5^))i : A(g(rf=Z;)) 
Qnì^t eMèndoéi trovato. al § 9, art. Il 

,1- t > . 



' • . \ 



d' avranno le A della proporzione eontinna (ai), ponendo 
nella precedente in luogo Hi a, &, e, </, la 2^,^ quindi 

rinl^sl i valóri (18) si avrà 

• • I • 

* V . . •/ • . • 

f • . 

A(aV)(rf=:2:) = ct^^a%^-^Vc^ = -•-Z3(l,2) ^Xa(l,3) W.Xx(2,3) 



ove ai diversi ^ììnbolì (^i.P) sostituiti i relativi valori 

——i— --— £, saranno espressi i termini della (21) in fim- 
dxff dx^ 

zione dei coefficienti della proposta e loro differenziali parziali > 
e perciò in funzione delle variabili; 
Per TU =: 6 la (i) si ridurrà alla 

Xidxi -H X^^dxu, -*- Xsdxs -h X^dx^^ h- Xsdxs h- Xédxe = o. 

Le serie (a) diverranno 

a , 6 , c\ d , e\ f 

I , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 

Qtundi g = ac ef. Stabilito il i .^ sistema ausiliario desunto 
dalla. (3) , ai:^. I, pel caso. di\ 2;i;=3 6.c e. poste ancora le (18) 
esso si ridurrà alla forma (3) , § i. Quindi la proporzione 



(22) 
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continua (5) si ridurrà alla 



' r 

» 

11. » « 



• ' ' ' ' ' '.' ' ^ / ^\ 

I termini del 2.^ memlNro si otterratmo: ponendo ndle «viluppo 
di A(g) = A(aVe^) dato al § 9, art. II, in luogo delle 
a, 6, c,rf, è,/*, la ?^, indi aYttto riguardo alle (18) si 
otterranno espressi pei coefficienti d^Ua proposta ej I^pro f^e- 
renzàali parziali, con che si sarà ott;eiH42L la ridazion^-del .^-r 
stema ausiliario sotto forma più id<niea alla : sua ^ integr^zionf^ . 
Se si cerca per esempio il valore di A(g(c=^)) = ^{a%^^) 
si dovrà nei termini dello svilcqppo della* A(àV^)- dato 
neir esempio del § 9 , art. II , porre e =. ^ , e preso il a.° 
dèi. dati sviluppi si otterrà 

^aX'df^àl^bfti-'tJbX'' ^ • 

• r ■ . 

r - ' . ' » »' ' |, I J 

. * ■ «'Fi» 



u 



ove riposti ì valori (18) si avrà 

• / ■ • 

A(^(c=2;)) = ~ j;(i,a)(5,6)-X,(a4)(5,6)*f»(i,4)(5,6) 

^ Z4(i,5) (a,6) - Z6(i,5) (2,4) - jra(i,5) (4,6) 

- Z;(i,6)(a,5) * X6(i,4)(3,5) -•- 2r.(a,5) (4,6) 

. -H Xs( I ,a) (4,6), r- ^5(1 ,4) (a,6) -.- ^5(1 ,6) (a,4) 

■ ;. ■ . • -jr6(i,a)(4,S)-Xi<ai6) (4,5) 4- 1^(1,6) (4,5> 



I,. 



I 4 
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Se ai siml^oli (ou, jS) si sostituiscono le espressiom per di0e* 
renziali parziali, clie esse rappresentaao , si otterrà la A^g(c=^)^ 
in funzione delle variabili. Lo stesso si farà rispetto agli altri 
tennini del a.^ membro della proporzione continua (a3)« 
Per trattare anche il caso di m dispari, si supponga che la 
(i) si^ riduca a 

Xidxi-*- Xitdx^-¥' Xidxi 5= o (24) 

Sarà in tal caso m = 2/1 -»- 1 = 3 , e la serie (a) diverrà 

a .f b ^ e 

I , ^ . 3 

ove la 1/ di esse sarà rappresentata da g\ Stabilito il si- 
stema ausiHarìo (9) , relativo al caso di m cs 3 , e supposto 
per la sussistenza di tal sistema disparì che i coefficienti della 
proposta adempiano alla condizione A(g'-«>^) =5 A(a^c^) che 
si riduce in forza dell'ultima delle (22) a 

X3(i.2)-Z.(i,3) -•. jr,(a,3) « o (25) 

la (14) diverrà 

dxt : dx% : dxz = ACg'-a) : — A(g-6) : ^(^^c) 
= à{b') : — A(a') : A(a*) : = 6' : —a" : a* 

e finalmente per la 1/ delle (18) si avrà 

dxi : dx% : dx$ = (2,3) 5 — (l,3) : (1,2) 

ossia 

, , , /dX, dXs\ (dX^ dX^\ /rfX dXA , .. 

dx.:dx.:dx,^\^^^^—^^^^ (26) 
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Sapposto m = m, •*-• i t=: S , la (i), §i , diventa 

9 

. Xidxi'*' X^dxs^H' Xsdxs'^ X/^dx^-^ Xsdxs = o 

e la serie (2) di cai la 1/ rappresenta la g\ sarà 

a^b^c^d^€Ì 

I , a , 3,4, 5 ) 

Stabilito il sistema ausiliario (9) , relativo al caso di ms= S^ 
si supponga, per la sussistenza di tal sistema dispari, che i 
coefficienti della proposta verifichi^o T equazione condizionale 

ossia la 

Xs \ (1,2) (3,4) - (1,3) (M) -*- (1.4) (A.3) { 
H- X^ \ (1,3) (a,5) - (i,a) (3.5) - (i,5) (a,3) j 
-H Xs J (1,5) (34) - (1,4) (a,5) * (1,3) (4,5) j 
H-X. j (i,4)<3,5) - (1,3) (4,5) - (1,5) (3^) j 
-H X, I (a,5) (3,4) - (3.4) (3,5) * (3,3) (4,5) j 

che è quella che si deduce dall* esempio del §9, art.n, or- 
dinata per r indice f, ed avuto riguardo alle (18), la (14) 
diverrà 

dx, : dxt : tlxì : tlx^ : tlxs = ^(g'-a) : -A(g'-^i) : ^(^-c) : - A(g'-d) : à{^-e) 
= A(i'<f) : wA(a'<f) : A(a*<f) : -(oV) : (a****) 

ove sviluppate le A e sostituiti ai simboli x^ i loro eguali 
(a, P) si otterrà la cercata riduzione, espressa per le deri- 
vate parziali dei coefficienti ddla proposta. 



si= 





12. In vece di cercare le 91^-- i equazioni integrali del 
sistema ausiliario (5) si potranno cercare i 2n — i valori 
di f fra loro j^p^^n^ «)^ «kH^l«9a» «ft' equazione diffe- 
renziale parziale di i,^ ordine e lineare data dalla 



• \ 



ove si e posto 



S» ^aàiimt' iafiitù f, , & , fa».. } sttdd^tli yàtori ftn 

toro in(&pendeKlt « fo equazioni itetegrÉH dd sbtemft saranno , 
eMne é noi», datf di^ equazioni 

ove le quantità nei secondi m^nbri sono le costanti arbitrarie. 
(I|e se queste vogliofid ospvMst pei valori ìniaìali, si avrà * 

ove i secondi membri saranno ciò die dì po tano io t «on» 
tenute nei primi membri delle (28) quando si ponga un apice 
atte variabili eh* esse contengono. Lo stesso processo avrà luogo 
pf 1 pfl^ft cjis h. proposta fn\iA?wnfi CQSUn fra )|n !!»»©?« ^vm 
Ì/f,Tfi di variabili, e ^ avfflWBft »i»l^Hs fecWjQje ipjajn^» 



•••• 



X. =^A(g'-a), X. = -A(g'-*), X, = H- AQ^- e) , w 

Xi ^ ± A(gf*^«> , X..+. =« IH A(g»««X 



• •••»*»•.•••«• 



u^Bfi. ìjigi. 1*48. 
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IV. 

Equazioni condizionaU soddisfatte. 

I. Si tratti ora la seconda questione accennata all^art. I, 
quella cioè in cui i coefficienti di ima proposta equazione. 

X,d[r, -H JTadita-i- -i-X»d!r»=o (i) 

fra un numero qualunque m di variabili., non siano più 
fra loro indipendenti come si è supposto nel citato articolo, 
ma adempialo a particolari rels^iom. t^^ dÌT^ì;ca«i di eqagkr 
zioni . soddis&tte dai coefficienti, sì &rà frèqiieate uso. idi un 
principio per se stesso evidente che l^ast^à qpaì accennare sensi 
che ogni volta sia necessario di porlo in chiaro. Indicando con 

Fi j Fa j jPy un numero qualunque v di funzioni 

delle m variabili x^ ^ x^ , x^ se si ha un* equazione 

.• :. . • • . ..■...' 

* . U(Fi , Fi, Fi V ..k Fy) = e (ià) 

che sia avverata identicamente rispetto alle varìabiU stesse, 
indicando II una funzione qualunque , sarà pure identica- 
mente avverata r.<equàzlone ' • 

♦ * » * 

n(^., 1=., ii) = o (3) 

ove le diverse F indicano che nelle F^ senza cambiar là 

loro composizione, si è sostituito alle x'i , Xa, , Xm altre 

variabili, sia espresse éon* lèttere diverse, sia controdistìnte con 
apici. Viceversa avverata questa second' .equazione sarà pure 

* • • • 

avverata identicamente la prima. 

Se alle J", , i^ai F^.. si sostituiscono le Xt , Xa, Xs,^ ..•.. 

e quelle che nascono dai simboli (a , j3) che contengono le 
loro dififerenziali parziah, le diverse F saranno quelle che 
entrano nelle espressioni ridotte e nei relativi sistemi ausiliari 
di cui si fece uso nelF art, L Se quindi esiste un' equazione 
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identicamente avverata fra i valori iniziali delle variabili, Tequa- 
zione stessa sarà adempita rispetto alle variabili originarie. Qò 
deriva dall' aver adottato quel sistema di trasformazione in cui 
ad ogni integrazione d^i sistemi auriliarj s' introducoi\o i valori 
iniziati delle variabili controdistinti con successijvi apici in. lucgo 
delle solite costanti arbitrarie. Perciò la composizione delle di-* 
verse Xl^^ e loro dìGFerenziali parziali che entrano in tali 
equazioni non di£Perisce da quella delle relative Xi che en- 
trano nella proposta se non in quanto le variabili che vi com- 
pajono essendo affette da diversi apici rappresentano altre 
variabili. 

2. Si tratti in questo articolo del caso in cui i, coefficienti 
adempiano ad equazioni condizionali , e primieramente sup- 
posto nella (i) m dispari = a/i^i , i coe£Eìcienti 
Xi , Xa , ...... X^n'^i avverino T equazione 

A(g'*e;) = o (4) 

quale fu trovata al §6, art. III. In tal caso, stante T integrale 
del sistema ausiliario (i4)i art. Ili, la proposta verrà tras- 
formata in altr^ equazione da integrarsi mancante deir ultimo 
termine , ossia sarà ridotta air integrazione di un' equazione fi:a 
un numero pari = 2/1 di variabili. Supposto quindi che nessuna 
altra relazione esista fra i coefficienti, sarà questa integrabile 
con un sistema di n equazioni, come si è veduto nel caso 
generale trattato all' art. I. Un tale sistema espresso per le va- 
riabili date sarà quello che soddisfa alla proposta contenente 
2/z -I- 1 variabili. Ma se nella proposta stessa fra a/i -»- i va- 
riabili i coefficienti supposti fra loro indipendenti non adem- 
pivano la condizione (4) , si sarebbe ottenuto per integrale 
un sistema di n^*- 1 equazioni, laddove avverata l'equazione 
condizionale (4) la proposta è integrabile con un sistema di 
sole n equazioni. 
Così per esempio sia proposta l'equazione fra tre variabili 

Xidxi -4- X%dxo, -♦" X^dx^ = 0. 
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Sé tÈM 81 àmìmtUs àfictiìif» i^èltètìk^e fir* if édéffiòlefttt, « jpé^clò 

àéìifmi h iti tói tesò, &m às^àSétìe ékWrmm iehdm k 

iti sMà màhàtmtì déir tltìiAÒ ierMMè è(flld tft^bflirè' if siHé- 
ihiì B^ìMétìo 

il Ijttrié, etìtìiitìàtà fa d, si fìdùée all' iiitègfazidné ^éll' equa- 
zione JCirfxj-i-Xarfra = o , ove la x^ vi si cònsìdé- 
rèiA (iatné uùa Còstaùté ed óve iiìtégfanao s"* iritròaiirrannò i 
vaklri iniziali. Dietro dò la proposta si trasfonnefa nétta 

ossia, avVfettendo essere p^r )à (t^j ♦ (i8), arti, 



^ H^ X, /dx,\ 



si rìciarra alla 






X. I -^ ? &?'. -^ Xidd:i ^' 0-. 



cté rìiafterti catvàllcrfo ^àlfihtégfalé otteYltìto' ft Và-fófe cfc x', 



''{Èd''^^ 



X%dii sa O y 



aVfln ^fmkt %% jiN l cfa fa iA , n^ oefle^ chi» «qftazk>m 

rffa = O , //f, = O cioè fi =: 06» ,. & = ft» 

essendo a, / a» costanti , ovvero , supposto fa = Cp)(f,) , 
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e 



colle due equazioni 



le quali, pei- essei^e rf*'| = ( j^l^^* ^ ^^ riotrcdno àlìé 

Si riflettere che il valore x\ da cui dipende il valore itii^ 
ziale Xi costituisce una costante eccedente afi^Eitto in nostro 
arbitrio che può fersi zero. 

Se invece i coefficienti della proposta avverano Inequazione 
cóiidizionale ad eSM r^iattàrifà v s ufei s tfi f à t i( §iil<$6)a ausiliario ri- 
spetto al numero dispari di variabili quale è dato al § 1 1 * 
^rt. ni. ^ affaiMd Qà é^ò diie éiamòrn intégrali ira le f £- 
riàbilt xi , ÌTa , ibs e^ i hiid faìdH iiiì^frfiv è U pt»^0!fta 
sarà ridotta alla 

X\ax\ -4- X^^dx\ = o 

fra le due nuove variabili x/i ^ x\. Ma questa è sempre 
imegrabile eon un* eqplazionèf contenente ulta òostahte Itrbitra- 
ria. Se quindi pongansi nel suo integrale in luogo di x\ , x\ 
i iMori é^ lìSuMano dai due inte^^rsft del ^toilntf aftéìlijrrit^ y 
I- ikfoLÉSAèìilk si MrntU ftà te tre trari^ilf ^i 4 ^^ i ^§ é 
diMAarràtà eostérifte «ttidCMa, ^ k ilf'# cke ftoìarà ferii èerit; 
f «te è(|ualAòife «èìica s^rìl l' iìMegkalè dettar psfepesttfv l(f a «è h 
pi9dfk>9M è ìiC4%rfttiite èeM» uifft sok etpkkzkmè^ cornei ^ si ^ 

mttétrmh, àbyréib"eiét»9 i» éi)a vef&fieat» il critériti' iT iMég^k^' 
bilkà. Or# é f^ild pTbyàt& €lM nel caso tratM?tor d^ tre ^i»m^ 
bH» rèqMsafiné cdii£zìMU^ éòiàcMe éoii' èqffias^ne «tttetf 
da^ dal' ifitem ¥miS. Infifft Pé^af^kMé' CondizlfDnaM « dtfl# 
liM»' fsTdlF, art. Uh » ^iMf ,^ sMtfte te teHfMioft» dM/fMicÀé 
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(a, P) =^_S, 



diventa 



'Vrfxa '^ dxi) \dxi dx,/ ^\dxi dx^^y 

che è la nota equazione del crìtetio d^ integrabilità della pro- 
posta equazione fra tre variabili. 

3. Suppongasi nella (i) m =2 %n. Il sistema ausiliario atto 
a j&r scomparire Fultimo termine nell" ipotesi di un' assolutisi 
indipéiidèn^a de* coefiicienti è quello' che tisulta' dalF equa- 
zione generica 

. , , - ' ... . . .■.,-. 

. ;A(g(«=^0)4«< =.A(g(a)=j;))fc,„; (5). 

r a < ». 

. . .... 

che è la (6), art.Iir^ ove la .g .rappresenta la,. serie pari 
(a) y art. IIL |n forza degl' integrali di tal sistema la proposta 

Xidxt -•- Xadxii H- -♦- X^dx^in = o (6) 

sarà ridotta per la (19), art. I, alla 

f 

IP, dx\^ S'adii' a^ H- jr„_j<fa',„l, = o (7) 

« • • . • • 

che è fra un numero dispari s=3 an •^ i dì variabili* Sup- 
pongasi ora avverata V equazione condizicoìàle . relativa aQa 
(7). Nd i.^' sistema ausiliario (5) risulterà «6va»B(=o, onde 
un tal sistema destinato a trasformare la (6) nella (7) col 
far svanire T ultimo termine non ottiene lo scopo se non 
coli' anmiettere dxan =» O. Inlattì nella éerie (i^) , ^art. III , 
facciasi m ^=9>am — i , si sopprima T. ultima lettera /^, 
pongasi ^ TBB g'-^z^ e s'indichino con un. apice le; let- 
tere'- dèlia g! y volendo che. esse si .riferiscano alle quan- 
tità affette da un apice che entrano nella (7), L' equazicme . 



r 
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rondizionale reldùva alla (^y siuà espressa 'dai ■ ■' 

» • • . , 

AV+^) = " " ■ (8) ' 

ove l'apice appósto aDa A indica che a sviluppo eseguito 
^if^btjq^^ le Mt^ra di cip. caiistaBOi.,gli.>e|[^ipeisti' a^ . . essei^e 
aSsXX^:àfL vpk apice. $vili^p$ta coUa (i5) , art. II la (8).ndoita 

alla forma solita à!{a^c^ ^'y ) = o .p po^tQvi, per le 

diverse (co^)' le relative Xi per tutti i valori delle omo- 
loghe I , (i> SI avrà • ' 

Sussistendo questa identicamente, sarà avverata pure quella che 
nasce pel principio generale del § i , sopprìmendo gli. apici, ossia 
cambiando i valori iniziali x'i , x\ , x's , x^an, delle varia- 
bili nei loro valori priihitivi. Si aVrà quindi dalla (8), toltovi 
Tikpice, , A(g+^)::=o che si riduce a . ^(g(«=^)) =r <^' 
I>i3»qtle nel sistema ausiliario ^5). risulterà dx^t^ r= o». 

. 4.- Il sìal^ma ausiliario (5) espresso dalla . (3) y art. Ili , ove 
9Ìa m szs 21^ j nellMpotesi che T equazione . condizionale 
mpetto alla (7) sia , avverata , si riduce ad un sisteQia atto a 
fax soamparire nella proposta (6) il penultimo termine in posto 
cbspari lasciando sussistere V ultimo in posto pari. 
Iniktti risultando in tale ipotesi dxan =: o> scomp|arirfpipo 
nei primi membri del citato., sistema tutti i t^inini affetti da 
dxnn* Ommessa quindi T ultima equazione, si otterrà il siste- 
ma dispari 

a'dxi'^a^dxsL'^ '^a^dxun^i = 6a^ 



=5 o 



ydx.^b^dx^-^ ^^dx^n^, = 64^ 



(9) 



yV^r, H- y*cÈra -H '^y'^dx^n^i = 6y^ 



7C 
che sussisterà seQiia ìplrOi^Dr niipye r^Uuqnìt P§if fMfftf AW^ 
rata Fequazic^e condizionale 

, . .^t^)-.? ««"^« .#! = «-*• .^ 

11 sistema (9) in cui è m «e sn— i > M nduivà doH» <f4>, 
art.III, ove pétigasi an^| inl^gtfodt «Ht^i, alla pv^ 
porzione ccm^iia ' 

fa , * , e , ...... u , ac , y> = j/ 

Le equazioni nate dalla precedente proporzione sane qu^é* ^e 
integrate fanno scomparire il penuhìmo termine in posto dilfari» 
5. Se pertanto netta proposta equazione (é) è tkvweffo^ la 
^(g''*'^) == 9 conducente a dSiVa» =30 è necessario (pef 
Conservare atta soluzione che si cerca queSa generalili ^lie 
permetta di presentare il sistema finale affetto da una ftnsa^ 
ne arbitraria,' come si è filtto pel caso in cui hi proposta fra 
fra un numero dispari di: variabili) , lasciare indetenràuito l^ul- 
timo termine delU (a) ed eseguire la trasformazione àéh 
espr^rone disparì 

col mezzo de^ sistema ausiliario (io), affine di fervi scomp^- 
rìr^ Tultii^o termine, e quindi, supposto che nessuna altra 
condizione abbia luogo, progredire alle ulteriori trasformazioni, 
seguendo il metodo sviluppato neir art. I. 
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- ^6* ! lia j>i?9^éi^ .«QAdttfiÌQiie non ù. limita al caso ivì.CQn- 
tompbto .in cui rawciraita .equasùmc^ .ccmdi^oiiale , fimnonQ ./dì 
tatti ì coefficienti cUUa.|^r(qp08ta ((^ meao T intimo , e delle Iq^o 
4iffereq^siali {parziali é .qnella cbe multa dal ^.^ ei^ema apsi- 
lwìo.«iffiia A ^Umà^ in gen^e al ca^o /in ,eai Veqmpxfofi 
oondizionale avverata sìa queOa che rìsnlterebbe dal 4.^,. ^t^*.. 
sistema ausiliario disparì. Tale equazione condizionale non dit 
ferirà dalla già trattata, se non pel minor numero di coeffi* 
dienti e loro diffMMMizàali pairziali «h^^essa oomcrrà , e. • pd un* 
mero più grande di apici di cui le variabili saranno a£fette e 
potrà ripetersi in ciaòcnna di esse la condusione adottata. Ogni 
fòal;. volta un'* equanone condizionale desunta. dd 4.^) 6.%»v» 
sistema ausiliario di^mri è avverata , sussìjste il relativo sistema 
fttsìlìarìQ.die^rendesi at|o, col fiir scomparire r ultimo teimi^^* 
dia tir^oitnazioBe .della relativa espressione, dispari in altea 
cspre^sioiie pari^ ,mR il esterna ausiliario precedepitet cioè il 
$«^,t:&%^* noi| è esso. più atto a .fiur scon^pariri^ r^kimp ler* 
mine ;ia posto^ fwA d^ relativa e^essione ,, roa si cw)!;^ 
«el sistemila ^4•^ ,. 6é%.«« quando, si ommetta in esso V ultima 
€ok»na .verticale dei prinù membri, e T ultiipa eqiwrioiie^ .Da 
00. risulta: 

i.^ Cbe un* equazipne . fira un n^^i^ro pari un di yaii^biU 
siurÀ .«odfitfe^tta da un eterna di n equazioni* comunque 
abbìWO flf.AOti abbiano luogo ^eqmuàwi c<mdigjtf>n«li , purdiè 
ogni qual irolta «^imbatta in equazioni cosidizionali sfpddis^ltte , 
sì al^bìa fìcorso al wtema ausiUarìo precedente modi|ic9tQ,eQpe 
ai -è ac|Hr4 accesMd»^ il qoale &:à<juiy€^ SQqmpaijire il.pe^idr 
liUao . teroNoe in polito dispari deUfi r^ativa espressione^ laq^iw* 
fio indfiiennin^to il tevn^e. est^^mo ; 

3.^ Ghe^ un* Q^|ii90Ì0ne fra un^ ni«m^o dispari a/t«H i di 

variabili safà sodibs&tta .d4^ un sistema di n ovvero di , nr^i 

e<fii9«ioni seowdo . die si^rài o non sarà avverata reqQ3zÌQne 

condizionale . rdativa al i.° si^teqia aufUi^rio, comimque abbiano 

jipp. Eff. 1848. 10 
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o non abbiano luogo equazioni condisEioiiali relative a succes- 
sivi sistemi ansiliaij , purché quando alcune di eme nano awe» 
rate, si proceda come si è sopra accennato. 

7. Se per maggiore semplicità si pone ^g(<A = ^)) =» Xi 
per tutti i valori omologhi di a», i Tequasione generica (6), 
art. in, diventa 

e la propor2done contìnua (5), art. HI, diventa 

Qò posto , r equazione condizionale data al § 3 , cioè la 
A(g'+2^) = A(g(z=2^)) = si riduce alla 5^=0. Ora 
potrebbe accadere che non essendo identicamente zero la Xj 
per £ = 271 lo fi)88e invece per un altro valore di i , per 
esempio per i = oc In tal caso il i.^ sistema ausOiario re- 
lativo alla proposta equazione (6) sarebbe pure incompleto ed 
inetto ali* indicata trasformazione , come lo era nel caso in cui 
si aveva X^n = e. Risulterebbe in tale ipotesi dx^^ t=3 o che 
&rebbe scoitparire tutti i termini dèlia relativa coloima varti- 
cale affetti da dxa , ed il sistema stesso subirebbe una mo- 
dificazione analoga a quella indicata al § 4. Ma è da riflettersi 
che r equazione X^ = o è essa stessa un' equasdone condi- 
zionale che può con opportuno cambiamento d'indici trasfor- 
marsi nella Xa» ca o. Infatti in una proposta equazione 
differenziale essendo in nostro arbitrio di contrassegnare le 
variabili con alcuni piuttosto che con altri indici , se nella pro- 
posta equazione si contraddistingue coli' indice ^n qu€Ha 
variabile che erasi contrassegnata coli' indice a, e viceversa, 
nella proposta (6) verranno ad essere alternati fra loro i due 
termini Xadx^ , X^ndxan, e la trovata equazione Xa = o 
si Gambiera nella Xan^=Cé Siccome una qualunque Xi manca 
nella sua composizione del coefficiente Xi , così le Xa , Xtn 
mancheranno rispettivamente dei coefficienti Xx , X%n* 
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Risulta quindi che il trovarsi verificata una X« =: o è indì- 
zio che nel contrassegnare le variabili non si è avuto avvertenza 
a j&re in modo che Teijuazione condizionale generica Xj = o 
comparisse coir indice i = on. Per procedere regolarmente 
coir adottato sistema si sarebbe dunque dovuto &r jprecedere 
un tale ordinamento della proposta equazione che compaja nel** 
r ultimo termine quello che era affetto dair indice a, ciò che 
si otterrà alternando nella proposta (6) gl^ indici a , %n. 
Ma un^ equazione condizi<male di tal specie X^ ^s^o può 
non verificarsi nel a.^ sistema ausiliario» ma sibbene nei suc- 
cessivi sistemi 4*^ , 6.^ e richiedersi perciò , anche riguardo 

ad essif un relativo coordinamento di coefficienti e relative al- 
ternazioni d' indici. 

Onde procedere ordinatamente sarà perciò opportuno indi- 
care una regola colla quale predisporre la proposta equazione 
da integrarsi in modo che le equazioni condizionali relative ai 
successivi sistemi si presentino sempre espresse da una Xj s=s o 
in cui la i sia sempre il massimo indice che il relativo si- 
stema ausiliario pari contiene. 

Questa regola riposa sul principio generale del § i che qua- 
lunque equazione si avveri identicamente fi:a le diverse fim^ 
suoni XiT^ e loro differenziali parziali, ove la m indica 
un nomerò di apici applicati ai coefficienti deUa proposta, la 
stessa è pure identicamente avverata sopprimendo gli apici che 
si riferiscono a valori iniziali delle variabili , cioè che un* equa- 
zione simile ha luogo fi:a i coefficienti Xi della proposta e 
loro differenziali parziali* 

Ritenuto inoltre che in quakivoglia modo si proceda alla so- 
luzione generale di una proposta equazione fi*a un numero tkn 
ovvero 2»-#-i di variabili si deve sempre dietro il §6 ot- 
tenere un sistema di n equazioni nel i.^ caso, e di n ov- 
vero di /t-H I , nell* altro caso , secondo che sia b no ver£- 
cata l'equazione condizionale del i.'^ sistema ausiliario, così 
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basterà indicare la regoh onde ordinare ona proposta equazione 
ftà un nilmero pmi 2n' di variabili. 

8. Essendo proposta fra an viffìabili 

y > ^ V r, X , •...., s ,^ ...... t, i> , z (il) 

una'equazione^ deHa foma 

si stabilisca una posizione aflSMto ariMnana 

; = o (i3) 

5 8= a?^ , z = a?2it.a 9 y = aria 

Bosù questi valori ndla (id)), mr^^aatii t6^nìaia^seQoada' degli 
indiqi: ed indicati in goierale ooa JSi i coefficieiiti delle dir 
yesse differcouàali dxi 1^ (la) assuxa^à la-forma, 

XidXi H- X^dxz -H *H Xodxa -H •••••••• ì 

* / > = <y (14) 

-•- -Xa»— a Afa»— » ■•■ •••^•Mt^-tr-JTa^rfaC^» /. 

I 

Essendo questa della forma (i) § lì, si stabilirà il i^' sistema 
ausiliario (i3), (i5), art.! che posto sotto là forma (5) arL ffl 
si potrà con esso determinare T espressione generica X/. 
Suppongasi che per £ = a risulti idènticamente avverata là 
X« = o. Si alternino nelle (i3), (14) gf ìndici a, a/i tanto 
nelle variabili xi quanto nei coefficienti Xi. La posizione 
arbitraria (i3) sarà scambiata nella 

> = o (i5) 
s = x^ , z = «»;»_» , y=x^y 



Ordinati a seconda de* Movi in^bd i tc^rmim della (^4))ed ob^ 
messi gli ttltinù dne^ si cercherà il 2r sistema ausiiUariò rela- 
tivo al polinomio 
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Questo sistema , posto sotto la solita forma (5)* art. ID-, safrà Mìo 
a fbmire* ìl^ valore della conrispondente Xi . Sdj^posto éfke per 
i = P risolti Xa = o, si altemeramio nella (iS)^ gF»HÌiéi 
fi\ a/K— 2 e' là* (ì3) verrà' scambiata nella noorvfrt'posisione ^ 



Eseguita la stessa* altemazion» nell^ esprosmne (i6)i, ordìoatL i 
termini ed'ommessr i due uteimi, sìgeidievàiil-iS^? :8Ìstenia:a«» 
srliarìo relativo' aV polinomio- 



Trovata la X; ad esso relativa-^ e-suppoetOicbof por Lisci 
risulti Xj. 8=3 0, si dovrà nella (17) procedere ^alTallccìone 
alternazione degP indici S , 210— 4 , la quale fornirà una 
nuova posizione da sostituirsi alla (i3). Cosi progredendo si 
giungerà ad ottenere quella: posizioiie da^ sostituirsi alla (i3) per 
mezzo della quale la proposta (la). verrà rappresentata da una 
espreasione. della forma (14)^ i cui termini saranno così coordi* 
nati, oi^e nelle . suQceasi ve operazioni che conducono al sistema 
finale delle n equazioni che la soddisfano, le equazioni, con- 
dizionali Xj 7= o che mano mano s* incontrano, ove le va- 
riabili saranno affette da relativi apici, saranno tali che T in- 
dice s^. i egua^ierà sempre il. massimo indice pari dell^ espres- 
sione da cui è derivata la Xj« Giova appena, avvertire che 
qnando una Xi per nessun val<»re deir indice = i è an- 
nullata , lasciando immutate le posizioni delle variabili , si pas- 
serà al successivo «sterna ausìHarìo* 

Il proce||K> che la surriferita regpla contiene può anche se- 
guirsi nell^ atto. stesso che si stabiliscono i diversi sistemi. da 
integrarsi e che conducono al sistema finale senza far precedere 
il coordinamento della (14), purché ogni volta che s^ incontra 
una Xj , contenente in tal caso variabili affette da apici , 
che si annulh per un particolare valore di i ss ox , si aberniiM 
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allora gP indici relativi o) e an — a/i dei valori iniziali delle 
varialnli alternando in pari tempo gì* indici nell* originaria po- 
sizicme (i3). 

Quando si anunettono fra i coefficienti quelle relazioni che adem- 
piono ad equazioni condizionali, si ritiene sempre che tpieste 
siano le uniche condizioni a cui i coefficienti stessi sono soggetti. 
Si ritenga inoltre daie dalle condizioni atte a verificare tali equa- 
moni si escluderanno sempre qudle che richiedessero T annul- 
lamento di qualche coefficiente Xi ^ giacché il caso in cui la 
proposta, e perciò la (14), mancasse di alcuni termini, verrà 
trattato separatamente siccome quello in cui fra le condizioni 
a ctu i coefficienti debbono soddis&re , vi sia quella di essere 
alcuni eguali a zero. 

V. 
CrUerj d imejrabiliià* 

I. Suppongasi che le relazioni fra i coefficienti di una'equa- 
zione proposta siano tali che le equazioni del criterio d^inte- 
grabilità siano per essi verificate, o rispetto a tutti i coefficienti 
stessi, o rispetto ad alcuni soltanto. Prima di determinare il nu- 
mero delle equazioni del sistema finale che soddis& alla pro- 
posta equazione richiamerò in~ quesO articolo alcune proposi- 
zioni rispetto ai criteij d* integrabihtà per un numero qualunque 
m di variabili* 

Acciò il primo membro deir equazione 

Xidxt H- Xa^br» H- Xzdxi -•- Xmdxm = (0 

possa con un opportuno moltiplicatore = ik divenire una 
differenziale esatta e la proposta avere per integrale l'equa- 
zione unica 

f{Xi , Xa Xm) = COSU (2) 

dev'essere identicamente soddisfatto quel sistema di 



^ ii- L= tT equazioni che risaltano dair espressione 

generica . . ^ 

(a , i3)-X« - (a, a))X^H. (j5, a))Z» = o (S) 

quando, ammettendo che ca eonsc^rvi costanlemetite il valore 
di uno degli m indici, le a, j3 assumano successivamente 
i valori che risultano daUe combinazioni a due a due di tutti 
gli altri m— I ìndici. 

_ « 

In&tti se ddla proposta (i) esiste un integrale della forma 
(21), la differenziale totale ddla (à) avià per coefficienti delle 

dXt , dx% , • dxm tali funzioni che non potranno «^ferire 

dai coefficienti Xx ^ X% ^ ••••••• X» se non per un &ttO£^ 

comune che supposto =3/1 sarà atip a xeoà/ece il i.^ mem* 
bro della (i) una difierenziale esatta. Dovrafano dunque essere 

avverate le — ^ = v equazioni che risultano dàlia generica 

coli* attribuire agP indici a, /3 tutti i valori delle v com- 
binazioni a due a due de^ m indici della proposta (i). 
Ossia, ritenuta al simbolo («i P) la sdita significazione, 
posto 

dji dji djJL 

dxi dx^ ' dXfn 

ed eseguite le differenziazioni indicate dalla (4), dovranno es- 
sere avverate le v equaisioni risultanti dalla 

(a, j3)ft-f-ZxM^— -X^Ma = o (5) 

coU*" attribuire ad a, j3 i valori delle v accennate com- 
binazioni. Colle y anzidette equazioni si forminp tante teme 
o gruppi dì tre equaàoni, quante se ne possono formare colle 



sa 

m{m-i){m-2) ^^ ^mbmaziom > tre a tre degU m in- 

dici 1,2,3, m. Un gruppo generico di questo siste- 
ma sarà rappresentalo dalle ^tre equazioni 

* ■ 1 • 

« • • r -. _. 

(w, ^ÌM-h-^cDM^— -^pM» ^ O I (6) 

(a , (ù) fi -^ Xg^ fiié -^ Xiè Ma *^ <> 

di coi: la i.*«*la 'Stessa (5)/ « le aMre dué.nsdlMd' còl.lo- 
ftitaisé A> ad: a edia ;P. Tutti gli N. . gCttjppi. flel 
sisteinà ' :in tqucBMsone' risulteranno, ^1 ^rtippo 'gciiérko (61^ 
eoll^mtrìbuire'sncwnsWamaite^agr indici >;a,<:?Pv o> < i.^rakirì 
dtfle^ ^/\r ■ etèrne jdie ^possono ifinriDÉKsi cogli • m iiidickslflibiKli* 
Se pertanto col .gruppo . (6) ove si considerino le m « M*^ 
Ma 9 ^^ come incognite da eliminarsi , si giunge ad ottenere 
un* equazione indipendente da. esse, che* ìndico con 

[a, P, <tì] = o (7) 



le èquadoni analoghe andipeodenjli daHe 4 .ino^gmte^^lMi :«t- 
soitenshbero dagli : tN gruppi in «peatioiie «i fdeRvenaBDO 
dalla stessa (7) col sostituire alle a, /3, u le N teme 
effettuabili cogli ' m indici. 

Se pertanto si adotta la solita relazione &^ ±:r o , &* = — l!^ 
e si pone 

Jf«* = o , ~,Jta.fS3j »* , "-iPt <*y s=» •a'' 

X»-^J,' , <a, ,0))^ b' } (8) 

' — («, ^ *s V 
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r 



(9) 



r ultima delle quali equazioni risulta daQ^ aggregato della i.* mol- 
tiplicata per jbc^ 1 della 2/ moltiplicata per iio , e della 
3/ moltiplicata per jjl^. Nel sistema (9) fra un numero pari 
d'incognite avverandosi la proprietà di essere zero i coef- 
ficienti situati sulla diagonale del quadro cV essi costituiscono 
e di essere eguali e contrarj quelli che trovansi ad eguale di- 
stanza dairuna e dair altra parte della diagonale stessa, si avrà, 
dietro quanto si è indietro stabilito , A(a e ) = o , ossia 
dietro V esempio dato air art. Il , § 9 



od 



t 
i . . * • 

e quindi pei valori (8) 

(«, i3)X^-'(a, co)XpH-(i3, ca)jr« = o (IO) 

Dovrà dunque avverarsi un sistema di N equazioni fra i 

coefficienti xXi , X% ^ X» e loro differenziali parziali 

acciò il I .^ membro della proposta possa con un opportuno 
moltiplicatore ik divenire una differenziale esatta , ed un tal 
sistema risulterà dalla (io) attribuendo alle a, P, o) i valori 
di tutte le terne effettuabili cogli m indici. 

a. Chiamisi ora S il sistema di queste N equazioni e 
sia s^ii il sistema di tutte quelle equazioni del sistema S 

■ 

che sono affette dallo stesso ìndice o). Sarà evidentemente 
n il numero di queste equazioni. È fiicile provare che le 
restanti N — n equazioni del sistema 5 non sono che una 
conseguenza necessaria delle equazioni contenute nel sistema s^^ 

jipp. Eff. 1848. \v 
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onde verificate queste debbono por quelle essere necessaria- 
mente avverate. In&tti si fissi una qualunque delle N-^n 
equazioni che potrà rappresentarsi colta 

(a, ?)X^^{oL, A)JCp^O. A)X« = o (II) 

purché ciascuno d^gl* indici «, j?, A sia diverso dall* indice 
designato co* Fra le k eqiiazioni del sistenia s^ ciascuna 
delle quali è aiFetta dall'* indice a> esisterà un gruppo, o 
tema , rappresentato da 

ove a, ^^, X siano gli stew iiwiif» OMUeunti mXtsk (iii)*. 
Se si cambia il segno alla a/ delle (la), si ordinano per 
Xd , Xo , Xy^ , Xia e si pone cotta soKta notazione 

(A, 0)) = a* , - (P, 0)) = a^ , {fi, A> = a-» 

(a, ù.) ==r ft^ -(«,>) ^»^ ) (i3) 

il gruppo (la) (diventa 

a^X^^éXp^ik'X^^4^X^ ^ o 

*-jr^^«*^^;l-&'jr;^^6%:^0 ^ (I4> 

Qim^ r^i^M^fgsilQ^ dell^, i/ «lolÀpUeMik per S^ , dcJJa 2/ 
moltiplicala, pcw J^p , e 4dl^ 3k* n^t^UcaM^ p^ \ foi- 
niaee TequasttOBi^ 
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om poiti l takià dett'ukùiia liitn wrtìcale deife (iS)^ sì ha 
h (ii)4 Ne doiva 'quandi dle^, «Mie l^^ptunne pcopomi di^ 
venga tttMi àfibmiiafe etatt» epa uà dppQdibna ttmltìfiicatQiei 
bàiideà oke èia Vériiioiii il ivtaiiA s^ , ot« «i nuche tut 
vttkM» lÌMò od ifivaiiribib al tatìire di a-, ^a 
ìfé étAvà i{ittl «orollirìd tke^ fonusii colle Df tqtamià 
ed sktenMi S ^nti sìMMii 1^ qUeiiti ne èoiti)^oii& in 
S ^ei Valóri « lÉii t , », S ) .^«.44 Ili , se lé eqnufntiì di 
elio «pialMLqud s^ A^ M» Stetti e, , /é , ««u*« su ohe 
cottips^ouo in «S . riMlteranna identicamente xero^ saranno 
pure identic^ttfléhte avverate tutie le equazioni contenute negli 
altri sistemi. Una tale conseguenza risulta pure dal seguènte 
processo. 

3» Si divida la preposta (i) per un coefficiente generioo( 
X^ , . si avrà 

d^t^ = — j^ Asi -^ -^4fca—-tirfr4 •«•• ^«ttn"- -^TaP^fifc,» } (i6) 
(-*« -^» -*« ^« -*« / 

Aedo il A«'' membro «ift Anà dlffé^étìiidfile eiMltt, lieti elu/imenti 
ehe il t^rìmo , dovrà ^ teine è ndlè « aW^e^iei il 6ì#MKia di 

^^ ^ =B n equazioni quali si dénVahò dalla genèrica 

ove là VfiriabUe àt^ eontènutà héi èOelMeflti gèfierici 

Xa , X^ , X^ et riguarderà fmfàmé di tmw le ^toré va-< 
xiiibilf f ed ève, tenuto fissò V ìnAìeè a/ y le a^ fi iMutnaiky 
tatti i valori delle n eembin«Eioiti k doe i d«e elle peiseiKy 

formarsi cogli m ~- t re^lilfttìl indid. ^ et ratppreiemà con 

(a, ^, co) = o (i8) 
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dò ehe diventa la (17) qpando: vi si ese^ìoeano le indicale 
differenziaasiom rispetto alle variabili ; a;ct, x^. ecfinprese espli- 
citamente nelle Xa^ , Xq:^. X^. • ed-.isipKdiftanieiite^ orila x^ , 
tutte le «equazioni del criteiso riéulfèramicf dalla (f8), qiiando 
a, J3 assumano ì . valori delle sUizidàtté n ioosobinaziolu. 
Eseguila le differenziazioni nella; (17), e ritenuto che i coeffi.- 
denti delle differenziali delle variabili Xi.^- ^aV, •••«#» x» nei 
2.^ membi^o della (16) debbono rs^prepentare le differenziati 
parziali della x^. rispetto alle altre v^E^iabili, Xt^.x^^ ••^.^Xm 

per cm sarà m generale — ^s" ^=^ — -^ t — — ti= -— — * 

la (17) diverrà 

(«, p, 0)) = (a, P)X^-(a, a.)X^-H(/3, «)X^ = o... (19) 

Quantunque w possa ricevere m differenti valóri, basterà 
che sia verificato il sistema competente ad un determinato va- 
lore di -0) per conehiudere che la proposta ammette per in- 
; t^^lé un'equazione unica. Inoltre, siccome per gli-, m va- 
lori di co = I , '2 , 3 , m i sistemi che ne nascono 

et»ncidono coi m%^aii indicati nel § i con. -^i , ^n^ •••..« Sn\ 
cp8Ì'\ba0teii'à. in.: ibir,za^ deUo... stesso § I che '9Ì& yerali^to uno 
di : questi , sistemi per conchiudere che esiste uh opportuno 
moltiplicatore che rende il i.^ membro della (i) una differen- 
ziale esatta. 

Per l'integrabilità della (t) bastando l'avveramento di uno 
dei sistemi s^ z=z o fìitto di n equazioni fira loro indipen- 
denti, così fu esso chiamato il sistema dei criteij d'integrabi- 
lità. Siccome poi nel sistema S sono contenuli tolti i sistemi 
s^ e dey' essec^f id^itìoan^eoAe zcsro il sistema stesso quando 
me .sia verificato uno, le restanti N^^n equazioni essendo 
una conseguenza delle altre n equazioni indipendenti^ così 
la S ,= o si dirà sistema generale • dei criterj. 

4. Supposto verificato uno qualunque de' sistemi s^ 

.n , m(m-i)(m-2)(m-3) , 

saranno parimente venncate le — ^ = fi 

^ I •2*3*4 
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equazioiii che .i;Ì9ultano dalla generiqi 

- («, ^(A,»-(a, A)(J?, o.)w.(a, «)"(P, X)'= o ' (ao) 

I . • • • 

quando alle a , ^ , X , ai ù sostituìsaano. ^"^ indid di cìascunn 
delle h quaderne che possono focmam cogli ' m indioi 
I ^ a^ 3, ....•• 7» 9 o, ciò che è lo stesso^ saranno venfìisate 
le ;.:& :eqiiaaÌMli . che risultano d^iUa geoeóca ! 

A(a^A**^) = o (21) 

• ■ < 

quando alle lettere à , ^ , A , &) si sostituiscano le let- 
tere .delle, h quaderne che nascono dalle m lettere 
(*, i^ Cyd^ ••*-** Ji 2, e si chiamerà H un tal sistema 
di k equazioni. 

Infatti se uno qu:alunque dei sistemi s^ è avverato, sarà pure 
avverato il sistema generale S. Se colle N equazióni del 
sistema 5 si formano tutte le quaderne che nascono com- 
binando fra loro a 4 a 4 gli m indici, una quaderna gene- 
rica dietro il § a verrà costituita dalle 4 equazioni (11), (12) 
dalle quali potranno derivarsi tutte le altre. Adottando le po- 
sizioni (i3), le (12) si cambiano nelle (14) e la (11) nella 
( 1 5) , la quale può scriversi 

rf^JT, •+- aXa -•- ifXy -•- aX . es e. 

Ot P A s»> 

n 'sistema di queste quattro equazioni, in cui è verificata fra i 
coefficienti delle Xa , Xg , X^ , X^ da eliminarsi la solita 
proprietà della diagonale , conduce alla a e — a^b -h a 6*^ = o 
che coincide colla (20) in forza delle (i3). Se poi alla serie 
degl' indici 

1,2,3, ...... a, P, X, w, m 

si sostituisca la serie delle lettere 

a, b^ c^ a, ...... j3 y A, Cu), z 
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ove le lettere greche a , /3 , A , u sono ora 4 qualunque 
delle lettere latine da noi sempre usate, ed adottando le 

solite notazioni di a^ , a" , in Inogo delle relative 

(a , ^ , (^ , «4 1 •— • la (àO) diverrà a^A*^-«^^^«*^ «a o, 
ossia si avrà /ì(a^x^)£s o <jie é la (at)« 

5. Quando sia verificato un quiduaque sistema- s^ saranno 
avverate tutte le equasioni àA sisMiitt K die nMUMmo dalla 
equazione generica 

(a, ^(A, co)-(a, A)(i3, 6>) -*- (a , a))(i3, A) = o (22) 

quando aHe lettere «, )3, A, u si sosiiUitseaiio gU indici di 

ciascuna delle * = -^ — — ^— - — — ^ quaderne che 

i • 2 • 3 • 4 ^ 

possono formarsi cogli m-»-i ìndici i , 2, 3, 4 , •••• ni, m-»- 1 ) 
e, ciò che è lo «lesso « saranno verificate le k equazioni che 
risultano dair equazione generica 

A(a^A") = o US) 

<^ndo alle letlere a« P, A, 6» si sostùuiscsino quelle die 
nascono dalli» m^i lettera a, b, Cy .-«•• sr, y^ 2, 2^, 
ritenuto che njA i.^ caso sia 

Xi 2= (i ,m+i) , Xt^ =5: (2,in4'i) , X^ = (m,iit*fi) 

e nel 2.^ caso sia 
X,^a^, X^^b^ , Xt = ^ , — - Xn, ^ z^ 

In&tti se neir equazione generica (io) da cui deriva il sistema 

1 •2-3 



a di iV = = " equaziom si pone 



x^ = (o), ^) , X3 = (i3, t:) , js; = (a, t:) 



r 
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essendo ^ =;^ .m-*- 1 essa diventa 

t « - 

e le diverse N equazioni risalteranno dal teacr fisKi ìel ti 
e far variare tiitte le a, ^, A coir assumere i valori delle 
N teme £iUe cogU indici 

Ma pel § 4 è verificato anclie* il nstenMi (2m>>, ci«è qaeHodbe 
djffla 



quando alle quattro letfett» - m, ^'p h.^ ^ ,fi nslìtuiBcanoK fe 
^ ^ m(n,-i)(m-a)(m-3) ^^ ^ ^^ ^^^^. 

cogli m iudìci (25). Dunque nel sistema H vi saranno 
tutte le equazioni nate dalle h quaderne della serie (dS) « 
ove manca V indice m -h i , e tutte le equazioni del sistema 
S saiisiaQD N quaderne 'n cmi ìsk t^ è skeBciUi fissa , e 
le a, i3> Ci) a^umono tutti i vidori delle n teme della 
serie (25). Quindi il complessivo sistema S-^H fiitto <fi 

m(m-i)(/n-a) m(i»-T)(m-2)(m-3) (m4.i)(m)(i»-i)Q»- 
I* a -3 1 . 1 •3*4 I •3*3*4 

equazioni costituirà il sistema K di tutte le equazioni che 
nascono dalla (26) attribuendo alle a, P, A, o) i valóri 
delle quaderne che posaona formajcsi cof^i JOì^^^t ' indici 
1 , a, 3, m^ nt-t-i , il numero delle quali è appunta 

an -i ., — "• Se ora alla sene defflmdia 

I, 2, 3, • m, m-Hi si sostituisca rispettivamente la 

serie delle m h- i lettere 

« , * , <^ , ^ , c^ (27) 
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e si supponga che a , ^ , A , a> siano' qaattro lettere qua- 
lunque di questa ultima serie, e si scrìvano in luogo dei sim- 
boli (a , ^) , (^, w) , gli analoghi a^ , A* , 

la (a6) diverrà 

a"^A — a p H-a p = a^A —-a p — A'^a = o, 



. • . • 



ossia A(a^A^) = o ove alle a, j3, A, o) si sostituiscano 
le k quaderne che possono formarsi colle m -h i lettere 
della serie (27) come si è enunciato. 

6. Per dare qualche esempio si supponga m srs 3. Bisnl- 
tando in tal caso N = n ^ il sistema S si riduce ad una 
equazione unica che risulta dalla (3) ponendovi a = i t 
j3 333 2 , (I) ss 3 , ossia si riduce alla 

• * » 

(i,a)X3-(i,3)X.-H(a,3)X. = o 

la quale coincide colla già trovata espressione (25) dell' art. IH. 
Se si pone 

Z..= (1,4) = «S , X. = (a,4) = i^ , X^ = (3,4) = «^ 

le equazioni del sistema K si riducono ad una sola, cioè alla 

(i,a) (3,4) - (1.3) (a,4) * (a,3) (1,4) = o , 
ossìa alla 

7, Per TU = 4 le 2V = 4 combinazioni a tre a tre 

. • • 

I , a , 3) , I , a , 4) , 1,3,4), 2,3,4) 

t 

forniscono pel sistema 5 te 4 equazioni 

i." (i,a)X3 - (i,3)Xa -.- (a,3)X. « o 

a/ ....;... {i,»)x, - (14)3:. * CM)-3rx = o 

3/ (1,3)^- (1,4)^3 -*. (3,4)X. = o 

4.* (2,3)^4 - (a,4)X3 -*■ (3,4)X, = o. 
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I 4 sistemi" ^ ^4 « i^ >> $% i Si i scool.qaèUi die lienltano ,tir 
spetdvamente dalle espiazioni 






2/, 3.*, 4/) , »i/v3.*, 4*) » ^-"t a*'i 4-*)i* ^-'^ ^-'i 3**) 

avvertendo di 'cambiare i segni qààndò si vuol presentare 
ciascuna equaziéne' sotto la/ fbnna . (3)'; 

Risultando quindi ^ =r j , il si^t^toic JI si' ridurrà all^equa- 
zione unica fornita dalla (aq) in oui pcmgasi a s;; i , j3 = a , 

A c=3 3 , (d s 4 y ossia alla 

' } • . ~ . . , ... 

(i,a) (3,4) — (a)ì(at4) i- (ii4>(a.3) ?^ P . 

ovvero 9 ^ostituetido agi* indici le' lettere' a/ 6, e, et., si ot- 
terrà dalla (ai)* 

BisnUanck) iiipltre kssS y il sistema K sarà- dato o .dalle 
cinque fqoioàom - che costitaiacono il sistema complessivo -S, 
H, ponendo 

jr, »» (i',S) , iC. = (a»5)- , Xi « (3,5) , Z» = (4,5) , : 

I r « 

ovvero ponendo invece 

dalle cinque equazioni 

A*(a*i;V==io , A(a*d^) = o, . A(a'fl?^) = o A(aV) = ol 

8. Per in=s5 sarà iV= io. Colle io combinazioni a 
tre a tre dei 5 indici si ha 

i,a,3), i,a,4), i,a,5), i,3,4), i,3,S), 1,4, 5) 

3,3,'4), a, 3, 5), a, 4, 5) 

^ 3,4,5) 

Jpp. Eff. 1848. 12 
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«d M tSimm 'S -ti-^daee col m&am ddfe (3.) aHc 

(1 ,3)X4 - («-.4) J& -*■ (%4dit4 =»* <>; . : 

(a,3)2:; - (a,4)X3 h- t3,4)3f. = 'o'" ^ 
(!»,3.)ar5 -^ (o^^Jft -I» (3»&)«2& *± fe; . , 
(2,4) J^i - (3^)X4^ (4,5>X» = o 
(3,4)^5 - (3,S)Z4 ^ (4,5)^3 = o ^ 

Un qualsivoglia ^^. '&lto 4i i^ s== ^. eqcu^zioni risulterà 
daU^assumere le 6 equazioni del sistema 5 in ciascuna delle 
ijtì^ 'én^ra l'iùdìce co. tìosì per tì =i 4 Ìl *si«t€Wrà ^4 
sarà qùeflò dhè consta dèftlè eqtiàzròrii 'a.*, 4.*, ^5.*, ^*, 
9.*, IO."; lo stesso dicasi degli altri. Si può qifi t^ctificare ìà 
proprietà «òÉCuiciata cbe hb ifumero N — n^ 4 di* eqciasioni 
mancanti di un indice stabilito è una conseguenza delle n 
restanti equazioni del sistema & 

Risultando poi A =? 6 , le cinque equasHoni dA sistema J7 
8Ì avranno clalla {20) col sostituire alle a, P, A, o) le 
cinque quaderne 

x> a^:3,4)>, i^ ^s &^ S^\^ i^ a, 4,-5)^ T'V3,4, 5) , a^ 3, 4*^ 
e ai avrà 

(i,a) (3,4) - (1,3) (a,4) -*• <iv4)<^Md fe « 

(i,a)<3,S) - (I ^) (a,5) -.- (i ,S) (a,^ ^ o 

(I ja)<4,5) - (1,4) (a,5) h- (i,5) (a,4) = o 

(1,3) (4,5) - (1,4) (3,5) -H (1,5) (3,4) = o 

(2,3) (4,5) - (3,4) (3,5) -«- (i,5) (3,4) == o 
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ovvero ao^tituendo ilkf «crìe dqrl* indiò i , a , 3 , 4 , 5 la 
serie delle lettere a^ b,i e, dy e si avrà 

r 

aV - xn'b' ^ a'h' = AaV = o 

^^onte a' queste le io. equazioni date i^ principio di questo 
paragrafo , ove alla serie degF indici i , a , 3 , 4 , 5 
8i «dsdtakeano te lis^^tive leKi^ ^ , è « ^ « . f' t f 
é pongasi 

X^ = a^y X^^b^, X^=é, X^-P^. Xs-e^ 

81 avranno le restanti io equazioni 

» '• ■ ' . * • 

H • # > > , 

•0^ «- »'i^ miètè 5a ^'iP .4= o 

* ' ' ■ . 

f ■ . 
. , - » . . . . 



che completano il numero k = — c=s i5 delle equa- 

zioni del sistema K. 

VL 

Criter/ avi^eraU nei coefflcienU delia proposta equazione. 

I. In questo articolo si tratta la questione di trovare il nu- 
mero delle equazioni che entrano nel sistema integrale della 
proposta 

Xtdxt -•- Xt,dx^ -♦- -^Xmdxm, = o (i) 

quando sia avverato il sistema 5^ dei eriteij d** integrabilità 
relativi ai polinomio 

Xxdxi^^ X^dx^ -4- •'•* «-H Xidbci 

in cui sia £ xs ovvero ^m. 

Per otteneiae colla maggiore generìalità la soluzione conviene 
stabilire una proposizione che dipende dalle proprietà delle 
semi-alternanti di cui si è trattato nèH^art.!!. 

E primieramente chiamerò per abbreviazione di discorso let- 
tere critiche quelle che entrano nel sistema s^ contenente i 
criter) d* integrabilità o die entrano nei sistema più generale 
J7f e lettere estranee tutte quelle che sono estranee ai cri- 
ter) stessL Così per esempio essendovi la serie di lettere 

si diranno lettere crìtiche le sottosegnate a, b^ e, d^ e 
quando sono esse taK che una- qualsivoglia delle quaderne <^e 
da esse risulta soddisfi T equazione generica del criterio data 
da A(a^A^) = e. Le altre lettere f^ g^ h diconsi estranee 
al criterio , giacché una qualsivogfia quaderna di cui , anche 



d3 

vim Mila (K 'èsse feccia pam, & tmste T ^mreramexito del 
critèrio.-' -■ • '•" *'"'■■ 

a. Una semi-alternante di un numero = on di lettere, dì 
icoi mi nomerò' «3f y sia di lettere mticke, sarà o non sarà 
aero* secónde die la / sarà o non sarà >n-<Hi* 
Ftx dimostrare questa- proposimone si cérchi il minimo valore 
cke.deve avere la / acciò la semi-altèmànte stessa sia :=^ o. 
Una semi-alternante di un lettere si può eq^rimere dietro 
r art. Il per semi-alternanti di un numero an — 2 di lettere, 
e queste esprìmersi per semi-alternanti ^ un numero a» -4 
di lettere, e così dicasi successivamente. Se tali sviluppi si fanno 
per un indice, o per una base corrispondenti sempre ad una 
lettera estranea, le successive semi-alternanti, al diminuire di 
2,4,6, ....•• 2y unità , diminuiranno di i , a , 3 , ••^•« y 
lettere estranee. • Se tali sviluppi si spìngono sino a contenere 
soltanto semi-alternanti della forma A(a^A^) , la semi-alter- 
nante proposta sarà zero , se tutte le sfnni-altemanti , di cui la 
A{oc^k^) è la generica, sono prive di lettere estranee. Sìa per- 
tanto X il massimo numero di lettere estranee che la semi- 
alternante di un lettere deve contenere , acciò sviluppata suc- 
cessivamente sino a non presentare che semi-alternanti dì sole 
4 lettere siano queste prive dì lettere estranee. I valori £ 
Xj y risulteranno- dalle due condizioni 

an — ay = 4, :» — y = o' 

4a cui risulta x = n^ 2. Dunque pel numero n — a di 
lettere estranee contenute nella proposta semi-alternante, ed a 
più forte. ragione per un nun^ro minore, la semi-alternante 
stessa sarà zero. Sìa / il numero delle crìtiche contenute 
nella semi-alt^mante, il minimo numero di lettere crìtiche che 
dovrà contenere V alternante stessa acciò sia zero sarà dato 
da 7 =: an^^x = n»i-a , ed a più forte ragione sarà zero, 
se sarà />>' » »4« a. Risalta dvmqae che una sémi-altèmante 
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di ai» l^iev^ siirài o mn lari^ mìo tooQiidf^^f^^ 

/ di lettere crìtiche che essa contiene sarii o non sar^fMS^ 

giore di it^ i. 

3. Sia per un esempio ai8 ¥=h 8 «, si arra k, rnsoMit^g^ 
nante H/Je^ef^). , la qaala dovtà es^e ztm ta U muncfo 
delle lettere crìtiche che essa contiene «ara >'ift«iNii osm 
> 5. ScqppoBgaai che tale nnmerot di crìtiche sìa if» 6 quA 
trovansi sottooegnate ncila •enei 

Sviluppando per la base g appartenente ad nna lettera 
estranea si avrà T espressione 

à{aW^ :^ g'/^iaW) -^ìXCAW) -^A(a*<;V) -g'ACaVe^ 

In£cdtì <jiiindi con H , A , B , O , D, ^ , P 

i coeffiàeuii 4eU« 5* , $' ^ ^* , ^' , / ^ é % é 

6Ì avrà fiinluppando 

^ = A*A(cV) - A'ACft''/) - fe-'ACcV) - A'A(cV) - fc'ACcV) 
5 = «*A(cV) - «*A(aV) - <i*A(c'/) - «*A(cV) - /^ACc^e*) 
£7 =^ i-'AiaV) - A'A(iiV^) - A*A(aV) - Mt^ctS) - hf^ia'e') 
D = **A(aV) -Va^c**/) - 6»A^ay) - «*A(aV) — /*A(</e') 

Tutte le semi^^ikemanti eootamte nei aecondi men^^, «SMtidp 



prive ^leitereeittiiiett^^ Mttò McOrepwdA èferàtRtoià^scBd*^ 
alternante proposta A(a*c''e^). 

À più forte ragione sarà essa zero se il numera delle crìtiche 
sdià >é» iMà >Ae. il iiÉHtoem. dette «cMoktt^tae <i6, per 
èKaa(i^i:\isfz g'^ fts cau;la / lit^ttròblMi «oa letHlora l^tra-^ 
nea^ jiipnni siediliti' déHe pcecedenu equazioni ^non «arebbcsra 
à^ero, med essoldo ^jMro:t{aeIle «sttialteniàBl» 4(a^A^) ^ dei 
MQfndi membri,. «n^^oni^ealfra là iiettem •ettraseà /( 'Quindi 
aiR<«di!à33aaiiiiIlala;la èeittMb^^ 
i.!3(k Sifr|i]|^eaiiasPieii|«aid4faw da\i^ 

é ^ì)pó1l'gafsì';fc!é % prìml tenùini ^6 ali" P* ìndtxfilìvt) ttafto 
tàiti ite soddisfare ìl Sistèma genefàlè 1? del mtetj d'ìntegta- 
liffita, Si iitt^ Ita proposizione c^hè il hùìùtjfò == iV^ ^ é(Jii:a- 
sdoai di cm consta il sistetnai finale che integra ìà propósta e(jaa- 
ziotòcÈèetenziale sarà datò, per U— òVVétò <!ii(ì-ì*), da 

l^=m-{l-i) (3) 

e J>er m'^2{i~i) sarà dato da 

N s=z — , ow^'o Ì\r = -— -— (4) 

secondo che m sarà pari o dìspan. 

Per ^mostrarlo suppoii^asi .pnmieramente m ninnerò pari 
= 071 -e sia j» = a(i**i)» 06$ia i = a-f-i^ Il i.^ si- 
stenia ausiliario conterrà. la serie di :tn lettere 

a y 6 , e k, ^ j ...Mk *» , I ) wi ^ ..rf**. y ^ z (5) 

èélle éfu^ Ito T«to»o «it i£ *« «eUI«% &Mmegli«% %a«uii» 
diti^e % le festanti ^ *-^ i ^ar^yfiiìil^ iémn^ ^tcmitfe^ StaÈbi^ 
1^^ ^ '!.'' iistiE^ma liu^drid ridotto ah éèpamìùtà fatte di 



« « * 



* > 
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, A(^iz=K)) = A(;;v....::xT.„:..';^^). ; j: ": 

t t 

Questa Bemi-altemàiite fiitta di/ a» fletteiié, deHe4{aaii'é58e&^ 
la 2^ cke eatm nel' astenia J7 ' 'piuo mqa dà cooaidqfia» 
crìtica , un' numeoro ::=: ì*h i :: gora' eli cntiUie/'ed «b .nimifiM 
3» a/ti— £— .1 sarà di estranee, oeòa^^vqppdita '^ shhi ,o% / 
ed essendo i tra »-4-i taià / ssm-nà.. ' Sarà' cbm^ie 
7>i2-^i , e quindi. la seÉai-^dtemaiMlein.kpiéstìonae s^ z«nr; 
e perciò il i*^ sistema aiisibario sarà ins^istaite* A pia; fi^rte 
ragione saranno insussistenti i sistemi ausiliaij successivi e 
quindi tutti i termini della proposta equazione dàIÌ^ 2"^ ' sino 
all^ ultimo in numero .= 2ìir^i do vraiinp , conservarsi nc^l^ 
equazione finale. La somma dei termini sino air i"*^ inclini-: 
vo costituirà nell^ equazione finale un termine u^ico^ come sarà 
dimostrato nel seguente paragrafo « e quindi, il numero . iV* 
delle equazioni con cui la proposta si integra sarà dato da 

N =s iH-3n — £= 2n — (*-i) , 

come si è enunciato. Che se m è un nun^ero qualunque 
<^2(£-i) , a più forte ragione alcune delle semi-alternanti 
che entrano nei «istemi ausiliaij saranno zero e perciò insus- 
sistenti ì sistemi ttessi. Quindi il numero N sarà espresso 
più generalmente da m — (i- 1). 

Suppongasi ora m^ a(£-i) , per esempio m = a(i-i) h- i x 
in tal caso essendo dispari il numero de^ termini delia proposta 
converrà esplorare se è soddisfsitta Inequazione con£zionale» 
Chiamata pertanto ^ lai serie disparì (5), sarà 

A(g'+t;) = A(a*c^. X*r x^^) . 

ove il numero totale delle lettere sarà = 7»-hx = ai ed 
il numero deUe crìtiche sarà = £-4- 1 r=s y , stante che la ^ 
è una lettera crìtica. Ma in tal caso ncm essendo / maggiore 
di £-«• 1 r equazione condizionale non è avverata, e perciò 



ruttano temiae dcft» jprgfKMjMi làmme :«ri«leitie Mtt'oqmsHQÀe 
finite Asi i^pi imoKiero «de" lenoni 4v^<^e 4^0 dette eqpiift- 
^limi wli^pi:aU detta pcopotu. 

del i.^ 8Ìsteoia «usìlkiio jion :$a]9èbb^«o z^o .^ perciò mmsì^^ 
KiUae il :8Ìalea^t €^fl8Q. A più iforle ragkniie 6|i$6Ì6S^i)biiiiq i si- 
fileim >aù8Ìtta]j per 

e «9011 .euieisiflDuao ie «eifiMBieiii oonttiinoMli fé, 9alan di 

• * • • 

gia<^hè iSe dicnna di esse fosse avverata , per esempio per 
^ == a(i- 1) -♦• a/ •♦• I , non s^us^stereb^e^ contro T ipotesi , 
il sistema per m = a(£-i)-4*a2-H a. Lo stesso si dirà per 
gli altri valori dìspari di m. 

Posto a(£-r) = mj risulta che ìm*eqaa2done proposta in cui 
sia m pari e ^nit subisce un processo di trasformazione 

come nel caso generale dato att^art. I sino ad essere ridotta ad un 

r • j- a/i-a(£-i) . . . 

polinomio di n unumero =3 i»iH ^ = m, 'f-f^i^^if^ 1) 

di termini. Ma il polinomio di mz termini, che T equazione 
trasformala contiene , è nlteiiormente ridotto, in forza della 
già dimostrata proposizione, ad altro polinomio di un nu- 
mero =5i»i — (£-i) = i— I di termini: dunque T equazione 
finale consterà di un numero N di termini dato da 

iV" = (*-i) -•- (w-i-fi) = n = — • Se poi lo stesso numm> 

m^nti fosse dispari ed r=s 211^^1 il numero de* termini 
dell* equazione finale sarebbe ridotto ad n -«- i , ossia ad 

come SI e enunaato. 

a 

5. Resta a dimostrfmsi coinè il polinomio die comprende tutti 
i termini i cui coefficienti verificano i criterj d'integrabilità, 

^pp. Eff, 1848. i3 
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81 riduca nell'equazione fhude ad un termine unico, come nel 
precedente paragrafo fu supposto, ed a vedanBi quali modift- 
cazioni una tale dreostanza induca nell'equazione finale stessa. 
Si tratterà questo caso ammettendo prima che sia m c= 2(i-i) 
per passare poscia a quello in cui sia m>'A(i-i). 

Sia dunque da integrarsi la (2), ove si supponga 1» cs 2(i- 1). 
Si è già veduto che non si può in tal caro servirsi dei si- 
stemi ausiliari , onde £àr scomparire alcuni termini e ridur cosi 
la proposta ad un'espressione di un minor numero de' termini. 
Sarà dunque essa da considerarsi come l'equazione finale stessa 
nella quale però si abbia riguardo alla condizione che i coe^ 
fidenti dei primi termini in numero = i soddis&no ai crìtei] 
d'integrabilità. Sia /x il moltiplicatore che rende l'espressione 

M,{Xtdxi *♦- Xndx^ *•- -•- Xidxi) (6) 

una difiFerenziale esatta rispetto alle variabili Xi ^ x% ^ ••••• Xi. 
Sia f l'integrale della (6). Se della f si prende la diffe- 
renziale totale , cioè la differenziale rispetto a tutte le variabili 

Xi , X% f • Xi , ^w— 1 « Xm 

e si rifletta essere 

i£r) = ^' ' (^) = ^- (£) = '^' 

si avrà 

JlXidXi H- JLlJfaCtra -f- '^ JlXidXi 

■ ^^^ ^ / rff \ / iìf \ / iJ? \ 

-^•(:7 \dXiJ^r^ -h(-7 W»_,H-(--— W» 

\dxi^ 1/ \dxm^ t / \dx„,/ 

Posta quindi la (a) sotto la forma 

— I jiXidXj -H piXadX:, H- -^iiXidxi I 
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essa sarà ridotta alla 



i^a"*"*'** 



= O 






È questa F equazione finale in questione. Essa potrà integrarsi 
colle equazioni 



f= ai » Xi>^t = 0C2, , 



*»-i==*ir,-x t *» = «zr (7) 



essendo ai , a^ , a^^ costanti arbitrarie. 

Ovvero, supponendo f = ^(^i>i , Xi+2 , a;»,) per cui 



onde Inequazione finale precedente diventa 



\dXn/ 






= o 



l " l\dXf^ ) l\dxtn)) 

s* integrerà la proposta , lasciando alle Xi^i , xi^^ ^ 
la loro generalità , col sistema 



Xm 
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f— $(«é4.i , ^i+a , X^) rzr O 

^ I rf((p-f) 

I rf(<p-0 , 



(8) 



I rf((P-f) 

- .— = o 

ji dx, 



m 



6. Dalle cose dette nel paragrafo precedente si vede come 
sia da trattarsi il caso in cui fosse m>'i({-i)* Si procédie- 
f à allora col metodo generale col quale il polinonno proposto 
viene ridottò ad un altro diminuito successivamente de* termini 
in posto pari sino a che si ottenga un polinomio £mo dei 
soli ultimi termini in posto disparì e della somma dei primi 
a(£-i) termini affetti da un coeffid^ite, le diverse quan* 
tità essendo controdistìnte da apici. O>nsiderato un tal risul- 
tato come r equazione finale- s^ introdurrà, come si è £itto nel 
precedente paragra^, il- fiittore jjì che rende una differen- 
ziale esatta rispetto alle variabili Xi ^ oTa 9 ••••m* Xì affette 
da apici il polinomio fiitto dei primi termini in numero := L 
Chiamato' f T integrale del polinomio stesso, se ne prenderà 
la differenziale totale rispetto a tutte quelte variabili di cui 
Tequaziohe finale contiene le differenziali, e si procederà 
come si è già accennato doversi &xé pel caso precedente di 
m = 2{i-i). 
Sia par un esempio m == a(i-i)-«-a = ai. La (a) diverrà 

XidXi^^ X^dx^'^ • ••••• '^ Xidxi '^^ XiJ^idXiJimt 

ove il numero = i indica sempre il numero de' coefficienti 



r— 
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che soddis&no ai crìteij 4^ integrabilità. Stabilita il i.^ 8Ì*téma 
ausiliario risulterà, esso dato dai rapporti di semi-alternanti di 

.1 V 

un nume]f6^ = 2r di lettere* Àhmne di tali semiL-ahamanti 

• • • . 

conterranno un numero s=s in- i di lettere critiche, altre sol- 
tanto «uk'kommro =^i» essendo per le prime f tszi'^i. e. 
per le seconde J = i non sarà in ambi i casi / maggiore, 
di i *i- i\ Sussiisférà dùnque 3' sistema ausiliario, ed il i.^ mem- 
bro della proposta equazione si ridurrà, dietro la (19), art.I, alla 

Rappresentando S^ un polinomio dispari si dovrà esplorare 
se, r equaàìdùé eon^ziMiide è. soddi^tta. Questa essendo data 
da una semi-altémaiite di 2Ì lettere, delle quali il numero 
= 7 di critiche non è ma^^re di i -H x noa sarà^ awe-» 
rata. U ultimo termine della (9) rimane perciò neir espressione 
finale. Ma , dietro quanto che si è avvertito indietro , anche 
tuui i tennini deUa (9); al dì là del termme NnXldx^t rir 
mangOBo- ndT equ^UBÌoaiB fiaftiie); ncm v^$iu&^ dunq^ <^& 9, 
trasformarsi in un termine unico il polinomio 

ir • - 

. ; -, : • ■ • 

ove jx è il solito attore d^ integrabilità. Sia f T integrale 
del pdyuiomio firaparentesi^ Considerata la. x\i come costante 
maneoado neUa (9) la do^a^r e la f come funzione delle 
variabili 

r equazione 



saia lidoHa alla 



-W 



Posto per Hn il valore NnX^at^i^^^^^ quale risulta dalla 
(i8), art. I e divìso per JV» , si avrà T equazione finale 






o 



=s 



Sarà questa soddis&tta , o col supporre 

cff s= O , dx^-k-i = O , «tr'2(|.-.i)4.x = o , 

ovvero con un simii numero = £ di equazioni contenenti 
una funzione arbitrària (^ risultanti dal già -esposto processo, 
col supporre 

Un tale andamento indica come si debba procedere pel caso in 
cui fosse m^ai. 

7. Per venire ad esempj più speciafi suppongasi neUa (a) 
m = 4 , £ = 3. Sarà m<a(£-i) ed il numero N di 
equazioni con cui è integrata T equazione 

sarà dato da JV <= m— (i-i) c= 2. 

In&tti la sene delle lettere si ridurrà in tal caso alla 
2 Y k •» £ 9 ^9 ^^^ 1^ lettere crìtiche sono le sottose* 
gnate. Il i«^ sistema ausiliario sarà dato da 



id3 

, r • 

ossia da , • » 

dx, : dx^ : dXi : dx^ ^ ÀCJ;V) : A(aV) : À(a'j;') : A(a*c^)! 

t 

Ma pei'miér) avverati essendo à{a^<r) ^ o il sistenià sarà 
incompleto ' é' si dovrà. perde lasìdat sussistere rìiltimo termine. 
Sia f r integrale del trinomio 



* ^ _* 



pifXidxi ^ iiX% dx^ -4- 11X3 dxz 

\ • • • . » 

essendo. ^ il solito fettore d^integirabilità*. Sarà 

Quindi r equazione finale 

fiittà di due termini sarà soddiò&tta ooHe due eqnafidoni 

dx^ = o . cff = o , 
ossìa colle 0:4=: a, , , f = a^ 

essendo aj , a^ costanti arbitrarie: ovvero sarà soddisfatta 
con due equazioni ed una funzione arbitraria operando come 
si è £itto indietro. 

Sia m = 5 , i = 3. Essendo m>a(i-i) ed inoltre 

numero dispari, sarà N = = 3. 

In&tti essendo dispari il numero de* termini a cui si riduce 
la (2) converrà prima vedere se T equazione condizionale è 
soddis&tta. Rappresentata con ^ la serie 

cL^b^^c^d^e 
r espressione dell* equazione condizionale sarà 
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Questa semi-aheniante &tta di 6 lettere , fra le quaK s^no caér 
tiche le 4 lettera a ^ 6 1 Cy ti non sarà zero., ^cdiè por 
èssere nulla deve contenere non più di una lettera estranea* 
y^t^o it^^ne ,a(il^l(q^eirimaI^ Jae^^e(^^^^ %ldb. 4^ sittjl 
così ridotta a tre ^tenwù^ ^ ^pm^ T^^a^^ei^ Sk.im *M éà»^ 

ce la {2) , sarà integrabile con gf^ ^9(|i|a:MMiL' '\ 

TU 
Sia IH = 6 , £=3. Essendo -^>a(iri) sarà 2V= — = 3. 

Infiitti la serie delle lettere sarà a^b^c^d^e^f 
ed il 1.^ sistema auèìKàiìo ^piendeià dàUe semi-altmuom 

nessuna delle quali essendo ssero il tsìstema .ausiliario sussiste. 
U equazione sarà ridotta c(^r integrali del sistema a 5 termini, 
e saremo ^cQsì.^eJi /^aso -prop^^^te^ in<^ jt^ ^^paziciae fis^ 
si riduce a 3 termini. U equazione pertanto a cui si riduce la 
(a) in questa ipotesi sarà integrabile òon tre equazioni. 

Sia ora m = 6 , £ = 5. Ess^ido 7ii<^2(i-]*) , -«tfà 
N = m — (£-1) = a. In&tti la se^e delle lettere sarà in 
questo caso 

a , b , e , d , e , f 

ed il i.^ sistema ausiliario conterrà le stesse semì-àltemahti 
(io), le quali saranno zero cont^iendo od ima sda o nessuna 
lettera estr^ea* Non ha quindi luogo alcuna trasformazione. 
L* ultiMi^o ;t^3:m^e rimana nell^ eqofi^pne ^lude die sarà ridotta 
a due termini. Quindi V equazione che A&[^V2i iiji qj^esto caso 
dalla (a) sarà integrabile con due equazioni come si è trovato. 
Per £ = 5 , nx == 7 , ess^ido m < a(£- 1) sarà 
N => wi — (£- 1) ?= 3. IpÉittì jà avrà Ja serie j^ di lettere 
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«d ei8«adó m diq^i, Converrà prìoia vedere «e ^eqa|^sìo^e 
condimónale d «oddia&tta, oMÌa se la A(g'*4-2^) =» ùkictc^e^f^) 
è zero. Essendo 2/2 = 8 . il ntuxieio delle lettere di questa 
iemi-altomaatc , fra le cpiali un mimerò jf == 6 essendo crì- 
tiche, sarà pel §a j^n^i , e perciò sarà zero ia semi- 
alternante ed avverata Inequazione condizionale. Si dovrà for- 
mare quindi il relativo sistema ausilìarìo. Ma questo contenendo 
le semi-altemanti 

V 

A(g'-rf) = A(aV/^ , A(Ér'-e) = A(a*c^/*) 

A(«:'-/) «r £k{fl^c^^) , A<^-g) « A(a*<?V) 

delle quali le ultime due conteneitti una sda lettera estranea 
sono zero, il sistema sarà incompleto, né avendo luogo per 
questo caso la trasformazione, T ultimo termine rimarrà neU^equa^- 
adone finale. Ma per m =t 6 rìdncendosi Inequazione finale 
del caso precedente ad un numero =32 di termini , V equa- 
!^one finale del caso attuale consterà di tre termini. L*equa- 
asione a cui si riduce la {n) sarà dunque integrabile con tre 
equazioni come si è enunciato. 

Per i ss 5 , m = 8 , essendo m = 2(i-«i) , sarà 
2V ss 771 — (t*i) ss 4» In&tti si avrà la serie delle lettere 

ed il i.^ sistema ausiliario conterrà le semi-altemanti di 
a/i c= 8 lettere 

le tre ultime ddle quali , essendo / s=3 6 e quindi y>/t«^ir 
. aso^nno eguidi a zero. Il «ìsteina sarà incooqpletp. A più fojte 

Jpp. Eff. 1848. 14 
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rag;ioiie lo saranno i sistemi secondai), onde F equazione finale 
consterà di 4 termini, e perciò con 4 equazioni sarà integra- 
bile la proposta derivata dalla (2). 

Per £ e=: 5 , 7» s 9 , essendo m > a(£- 1) , sarà 

N = • = 5. In&tti si avrà la serie di lettere 

a 

Uequasdone condizionale 

ACg'+O = à{aW^f^) = o 

non è soddis&tta, giacché essendo aiz = io il numero delle 
lettere di questa semi-altemante, fi:a le quali un numero 7 == 6 
di critiche, sarà J s= n^i , e quindi non potrà essere zero 
la semi-altemante stessa. Rimarrà dunque neli* equazione finale 
r ultimo termine* Siccome nel precedente caso di m cs 8 
r equazione finale si riduceva a quattro termini, cosi in questo 
si ridurrà ad un numero =5 di termini, e tale sarà il 
numero delle equazioni che ìntegra la proposta. 

Per i = 5 , m = IO , essendo i»>2(£-i), sarà 

iV = — =3 5. Di &tto la serie delle lettere sarà 

' . • ■. 
a. A, £, d, g, f , g, A,Z, m 

ed il i.^ sistema ausiliario conterrà le semi-alternanti di 
2/1 = IO lettere 

ACoW/z") , ACa'cV^^") , £i{a^c^ef^^) 

nelle quali essendo n = 5 ed il numero delle crìtiche 
j^nt^i, le semi-«ltenianti stesse pel §3 non sonoizeio. 
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Sussiste perciò il i.^ sistema ausiliario, in forza del quale- la 
proposta equazione si trasforma in altra di 9 termini. Questa 
pel caso antecedente si riduce ad un* equazione finale di 5 
termini , onde la proposta sarà integrabile con 5 equazioni. 

8. n processo indicato ne* precedenti paragrafi sussiste nella 
ammessa condizione che i coefficienti pei quali è avverato il 
criterio siano tutti ordinati in principio delF equazione proposta 
da integrarsi. Essendo quindi data un* equazione della forma 
(a) , converrà ordinarla^ in modo che una tale condizione sia 
adempita. Per ottenerlo si disporranno tutte le equazioni dei 
criterj corrispondenti a tutti i coefficienti nel modo indicato 
ali* art. V, e si osserverà quale è il massimo numero s= i dei 
coefficienti che adempiono le condizioni stesse. Il polinomio 

fatto di tali coefficienti, apponendo gì* indici i , a , 3 , i 

alle variabili dei cui differenziali sono essi affetti, si porrà in 
principio dell* equazione , senza aver riguardo ad altri polinomj 
di un minor numero di termini i cui coefficienti adempissero 
pure i relativi criterj. Si riserberanno per le altre variabili gli 
indici superiori ali* i™^. Fatto un tale scambio d* indici a tutte le 
variabili che 1* equazione contiene, si tratterà questa nel modo 
superiormente prescritto, come se i criterj fossero soltanto adem- 
piti pel polinomio in questione di un numero s= £ di termini. 

Nel caso speciale però in cui 1* equazione proposta si compo- 
nesse di due o più polinomj per ciascun de* quali, oltre essere 
adem{Mti i relativi criterj , le variabili di un polinomio man- 
cassero negli altri , si procederebbe allora nel seguente modo. 
Sia data , per esempio , 1* equazione P, -*- P^ = o , in cui i 
due polinomj P^ , P^ godono della proprietà sopr* accen- 
nata. Si chiami jij il moltiplicatore che rende Pi una 
dififerenziale esatta e sia jx» quello che rende tale il polino- 
mio Pa • La proposta equazione , moltiplicata per juii m» 
e supposto //*iPi = fi , //AaP» = f* > diverrà 

Ma rff, •+- Mt rffa = O. 
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Sàth questa V equazione fìnule alta quale si soddiafii o coUe 
equasioni 

fi == a, , fa = a» 

* 

essendo tX| , a» due cosianti arintrarie, ovvero colle due 



fi— $(f.) = o , ^^{w)'^^' 



essendo ^ una funzione arbitraria. 

9* Quando in un^ equazione della forma {ù) il numero dei 
termini dato da m fosse maggiore di ^(^-*i) ed i coeffi- 
cienti sino air i^ indusivo avverassero i criterj d* integrabi- 
lità, e fosse inoltre adempita qualche equazione condizionale 
al di là del termine ^Ci-i)"", dovrà la proposta stessa es- 
sere considerata come soggetta, rispetto a quest* ultima condi- 
zione, alle stesse modificazioni di cui si è parlato air art. IV, 
ove si è supposto che i coefficienti rendessero soddis&tte alcune 
equazioni condizionali. 

IO. Quando sia adempita la condizione a^= o per tutti i 
valori che a , j3 assumono sostituendo ad esse le lettere di cia- 
scuna combinazione a due a due della serie a , & , e , <f , (a 

in numero == ^ , i criteij d* integrabilità di cui si è parlato 
indietro sono avverati rispetto al polinomio fatto di un numero 
= £ di termini. Un tale caso adunque sarà soggetto allo stesso 
processo indicato ne^ precedenti paragrafi, non essendo questo 
che un caso particolare di quello già trattato. Il polinomio 
in&tti divenendo per tal modo una differenziale esatta, ilmol- 
tiphcatore diverrà in tale ipotesi superfluo, e si dovrà porre 

jX =3 I. 

i|. Se essendo avverata la condizione generica a^ ss o 

pei valori di a , ^ nati dalle -^ ^ combinazioni a due 

a due, come ndr antecedente paragrafo^ sia inoltre avverata 
per altre combinazioni non comprese nell^ accennata serie di 
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lettere , tali relazioni ulteriori o non ren<}eramio o renderanno 
per loro stesse insussistente od incompleto qualche sistema au- 
siliario* Nel i.^ caso si seguirà il processo dell* antecedente 
paragrafo e nel i.^, stante T avveramento contemporaneo di 
condizioni di diversa natura, si dovrà procedere còme verrà 
indicato al §4 del seguente articolo, ove T esempio ivi dato 
servirà di norma in casi simili. 

tu. Un caso ih cui rendesi insussistente il sistema ausiliario, 
e che è da riguardarsi quale condizione di natura diversa delle 
precedènti , è quello in cui la a^ = o sia verificata per un 
valore fisso di j? e per tutti i valori di ot della serie to- 
tale di lettere comprese nella (2) , art. IH. Dair ispezione del 
sistema (3) del citato articolo si rileva scomparire da esso la 
dxjj^. Ma per la proprietà a^ = — j3* verificandosi anche 
i3* = o , la M**^ equazione si ridurrebbe a ]3^= 0, ossia 
alla Xu, S3 o contro V ipotesi , non ammettendosi per ora 
mancanza di termini nella proposta equazione. Questo caso si 
verifica quando la proposta contenga tm termine Xu.dx^ 
tale, che la X^ sia una costante e la variabile x^ non 
entri negli altri coefficienti. Quando ciò si verifichi, si porrà 
in fine aUa proposta un tal termine, che lasciato intatto, ed ese- 
guite le trasformazioni effettuabili sul restante polinomio, si 
conserverà nell* equazione finale. Lo stesso avrà luogo qttando 
più termini di tal &tta esistano nella proposta equazione. 

vn. 

Equazioni incomplete. 
Applicazione aUe equazioni differenziali pc^rzicdi. 

1. Sia proposta un^ equazione differenziale ordinaria fira un 
numero m'^n di variabili della forma 
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ove sia Xt = X» •= Xi = - == .JT» = o (a) 

Ogni equazione mancante di un certo numero di termini si 
dirà Incompleta e verrà sempre rappresentata sotto la forma 
(i), riducendo in principio deir equazione stessa le dìfferenr: 
ziali a£Fette da coefficienti zero. Si distingueranno nella (i) i 
due seguenti casi: i.° di m =3 ovvero <a/i, 2.^. di 
m = 2(/zH-/ji) per. tutti i valori di >x escluso lo zero, e di 
m = 2(7i+/a) -•- 1 . per tutti i valori di jx compreso lo zero. 
2. Essendo m = ovvero <^ 2/1 , nessun sistema ausiliario 
è sussistente. La proposta equazione (i) è essa stessa Tequar 
zione finale ed ha per integrale un sistema di m — h equa- 
zioni contenenti altrettante costanti arbitrarie od in lor vece 
una funzione arbitraria. 

lu&tti eia primieramente m=.:m, si stabilisca U !.<> «stema 
ausiliario e si rifletta che per tutti i valori di a , P compresi 

nella serie i , a , 3 , n sarà sempre (a , ^ = .0. 

Considerando del sistema stesso fìitto di on — i . equazioni 
le sole prime n equazioni ed avuto riguardo alle (2), tali 
equazioni fomiraimo il sistema 

(i , n'¥i)dxn^^ -#. (i , n*¥OL)dXn^s, -h -»- (i , :m)dx:^ = o 

(2 , n^i)dxn^i^ (a , n*¥Ok)dxn^^ ^ -♦- (a , :kn)dx^ = o 



(», n-M)<£r„^i -»- (», n^2)dXn^3, -•- -^ {n , ^n)dx2n = o 

In questo sistema non verificandosi la condizione diagonale , 
comunque sia n , pari o dispari , la risultante dell^ elimina- 
zione delle n differenziali fornirà una relazione fra i coeffi- 
rìenti che dovrebbe avverarsi acciò il sistema non sia incom- 
patibile. Non essendosi ammesse altre condizioni fi:a i coeffi- 
cienti della proposta, tranne quelle date dalle (2), ne segue 
che il sistema ausiliario in questione sarà insussistente. 
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Tale conelamme avrà laògo a pia finte ragione quando mi 
noaggior nomerò di coefficienti fosse zero, ossia , ciò che è Io 
stesso ,' quando fosse m^stn. . Sarà quindi insùssistmte ogni 
sistema che si volesse stabilire, per trasformare il polinomio 
della (i), ommessi uno o più de* suoi ultimi termini. Dunque 
r equazione proposta, non essendo suscettibile di alcuna trasfor- 
mazione o riduzione, è Inequazione finale stessa. Siccome questa, 
ommesse le quantità nulle, consta di m — n termini, cosi 
sarà essa integrabile col porre 

dXn^i = O , dXnA'% = o , dXn = o 

i cui integrali introducono m-^-n costanti arbitrarie , ovvero 
supposta una delle variabili, per esempio la Xn^hi funzione 
arbitraria delle altre Xn-h» 9 ^»-4*3 9 •• Xm^ sarà inte- 
grabile con un numero m — n di equazioni ottenute collo 
stesso processo seguito nei precedenti articoli con cui si ot- 
tenne r ulterióre trasformazione dell* equazione finale. 

3. Essendo m = a(»+/A) , ovvero m =3 2{n^ji) -♦- 1 , 
potendo in questo a.^ caso essere jui rs o, sussisteranno i si- 
stemi ausiliaij atti a ridurre la proposta ad un* equazione finale 
contenente un numero di termini s= n^^ji nel i.^ caso ed 
= n-H/ji-i-i nel 2.^, e tale sarà il numero delle equazioni 
di cui consterà il sistema integrale della proposta (1). 
Di filiti suppongasi primieramente pL v=s i onde sia 
mt=s2(n'hi). Si fi>nni Finterò sistema ausiliario, ritenendovi 
le Xi y Xa 9 Xn come se non fossero zero. Si ri- 
guardi la proposta come quell* equazione in cui, essendo n 
il numero deUe lettere crilidie e 2(7i-hi) il numero totale 
delle lettere, sono verificati i crìteij d* integrabilità rispetto ai 
primi n coefficienti. Supposta g la serie delle 2(7x4-1) 

lettere a, i, e, x y y ^ z \ il i.^ sistema ausiliario 

conterrà le semi'^-altemanti 

. à{g(a=K)) , A(g(6=0) A(g<«=0). 
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Si vuol proyace cbQ neasuna di queste leemi^altenBauiti è zero e 
che quindi il sistema ausiliario siiJBsbtè. Si sviluppino esse in&tti 
a seccNida della lettera ti. Si avrà, per esempio v dall^nltiiim 

Siccome si ha 

a^ = 6^=2 c^ r=s •••••••• c=s JTi 2=s Aa t=2 •••••♦•• = -X)» sss O ^ 

cosi gli ultimi Ji termini del precedente sviluppo scom- 
pariranno; ma le A che rimangono, contenendo un numero 
rzs 2{n^i)^:À = an totale di lettere, fra le quali un nu- 
mero ?= 71 di critiche, non saranno zero dietro quanto si è 
mostrato al § 2 del precedente articolo. 

Parimente la prima semi-alternante à[jg{a=QÌ sviluppata 
per la X, darà 

A(g(a=0) = ^*A(cVM.i^y')-.^A(6V...i>*y^-^A(M.^ 

•.. — ^'ACcV— pV) 



»##•»*««•#«•••««•*•••«#*••••*«•«« 



I pnini n — i termini di questo sviluppo scompajono per essere 

^» = -6^ = -5k = o , ^ = -c^= -Xs =: o 

Mil le semi-alt^manti contenute negli altri termini composte di 
9» lettere, fra le quali un numero ss i?-^i di witiche, 
Qon saranno zero ^a più jGbrte ragione. Lo stesso avrà luogo 
per ìc semi-altemanti intermedie j&a la prima e V ultima^ 
Seguendo lo stesso p^oces^, nelT ipotesi di ft^ l , risulterà 
a foruori che i distami ausiliarj relativi sussistono, in quanto 
il numero d^e lettere critiche sarà in tal caso minore in con- 
fiouto del numero totale delle lettere contenute ^elle 8emi"<al« 
ternanti di cui constano i sistemi stessi. Sono dunque sus s ist e nti 
i sistemi ausiliari per tutti i valori di fi escluso , pel § 2 , il 
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valore jx = o. Saranno dunque sussUtenti i sistemi pel caso 
che m abbia i valori 

a/i ^ a , 271 -H 4 , 2n -4- 6 , ........ an -+- ajx. 

Ne daiva quindi che le equazioni condizionali corrispondenti 
ai valori di . i» dati da 

2n^i , 2/l-#-3 , 2/1-*- 5 , 2«-#-2M— I T 

le quali equivalgono alle semi-alternanti che entrerebbero nei 
valori delle ultime differenziali 



djan'ha, , ^an4«4 , dXaai*¥6 » 



non 'sono adempite. Quindi la proposta equazione dovrà trat- 
tarsi come si è &tto nel metodo generale in cui non si am- 
mettevano relazioni fra ì coefficienti , sino a che sarà trasfor- 
mato il suo primo membro in un polinomio, il quale oltre 
contenere jx , ovvero fi -h i termini secondo che sarà 
m = 2/1 -♦- 2jit , ovvero m =3 2/1 -•- 2jx -•- i , conterrà altri 
n termini, non contando i primi in numero c= n che sono 
per se stessi eguali a zero, perchè affetti dai coefficienti (2). 
Questa sarà T equazione finale contenente n-f-jx termini nel 
i.** caso, ed n-#-At-#-i nel 2.^, e quindi sarà integrabile la 
proposta equazione con un simil numero d* equazioni conte- 
nenti o altrettante costanti arbitràrie od una funzione arbitraria. 

Sarà bene osservare che la dimostrazione data al § 2 può essere 
anche supplita dalla precedente, essendo facile il mostrare che 
tutte le semi-alternanti in quell' ipotesi sono zero e le equa- 
zioni fomite dai sistemi ausiliaij riducendosi tutte a = 0, 
i sistemi stessi sono insussistenti. 

4. Si è trattato sin qui, di relazioni che godono ancora di 
una certa generahtà. Ma nel caso speciale di un^ equazione da 
integrarsi può accadere , o che le relazioni stésse trattate sepa- 
ratamente si avverino congiuntamente, ovvero che esistano altre 
Jpp. ij^. 1848. i5 
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relazioni , in forza delle quali i sifit^ni aouliai) o introdooendò 
nuove relazioni fra i coefficienti divengano per tal modo insus^ 
Bistenti, o riducendo a zero alcune delle differenziali, divengano 
incompleti, o finalmente per equazioni condizionali soddis&tte, 
oltre quelle già discusse, divengano o incompleti od insussi'- 
stenti. Senza entrare in troppo minute particolarità, qualora 
alcuno de^ precedenti casi si avveri, si dovranno avere sempre 
presenti quelle avvertenze che si sono usate nei casi analoghi 
già trattati, i quali indicano abbastanza per sé stessi il modo 
di procedere in casi simili. Si dovrà per norma generale rite- 
nere che quando per speciali relazioni un sistema ausiliario 
diventa insussistente od incompleto, si deve dal polinomio da 
trasformarsi escludere uno o più tennini secondo che ad uno o 
più termini è dovuta T insussistenza del sistema stesso, i quali 
posti in fine deir equazione devono rimanere intatti nella 
equazione finale. Si dovrà inoltre ritenere che quando più condi- 
zioni di questa specie si avverano congiuntamente, scelta quella 
che per un maggior numero di termini rende insussistenti i siste- 
mi, e determinato un tal numero, le altre condizioni, quan- 
tunque potessero per avventura rendere insussistenti i sistemi 
andie per un ulterìor numero di tennini non potranno perq 
diminuire il numero superiormente determinato. Queste avver- 
tenze saranno da usarsi in tutte le espressioni o polinomj se- 
condar) da trasformarsi. Da ciò risulta evidente con quanta 
cautela e con quali moltiplid avvertenze sia da usarsi un tal 
metodo d^ integrazione , quando sia da cercarsi quel sistema in- 
tegrale che contenga il minor numero possibile di equazioi^i. 
Senza le quaU avvertenze potrebbe una soluzione ottenuta rite- 
nersi erroneamente per la più generale, mentre un^ altra possa 
trovarsi^ che, per esser &tta di un minor numero di equazioni, 
godesse di maggiore generalità. 

Giova avvertire del resto che quando in una particolare que- 
stione non trattisi di ottenere il minor numero di equazioni « 
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si potrà sempre limitare le trasforma^oni quanto si vuole ed 
arrestarsi a queir espressione finale che più ci piace, dalla quale, 
poste a zero le differenziali dei valori iniaaali pei quali è ordi- 
nata, nascerà sempre un sistema integrale soddis&tiente la data 
equazione. E sebbene il numero delle ottenute equazioni non 
sia il mìnimo, con cui possa soddisfarsi la proposta, e la solu- 
zione non goda perciò di un'assoluta generalità , potrà godere 
però di quella generalità che comporta la natura particolare 
della questione che trattasi di risolvere. 

5. Per dare un esempio deir integrazione di un'equazione 
incompleta e mostrare inoltre come si proceda nel caso in. coi 
condizioni di diversa natura siano contemporaneamente adem- 
pite, si sceglierà queir equazione che risulta da una proposta 
equazione differenziale parziale di i.^ ordine. Da tale applica- 
zione si vedrà in pari tempo come la soluzione di un'equa- 
zione differenziale parziale di i.^ ordine fra un numero qua- 
lunque di variabili si desuma dall'integrazione di un'equa2don^ 
differenziale ordinaria ed incompleta. 

Supposto nel § 3 >l s=s i , sarà m ss a{n'h i). Fatto quindi 
^(tzh-i) = a£, il numero de' termini mancanti sarà dato da 
n z=z i — I e la (i) diverrà 

Xxdx l'i» X^idx^ '¥Xi^idxi^i'¥Xidxi—***'hXtiidx%i = o (a) 

Risulta dal § 3 che in questo caso sussiste il solo i.^ sistema 
ausiliario e che l'equasdone trasformata che ne risulta è essa 
stessa r equazione finale la quale , tolti i termini affetti da 
coefficienti zero, consta di un numero = (ai-i) — (ì-i) = » 
dì termini. Quindi l'equazione (2) è integrabile con un siste- 
ma di un ninnerò s= £ di equazioni. 

6. Sia data ora un'equazione differenziale . parziale di i.^ 
ordine espressa da 
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ove la Xi sia finzione delle variabili indipend^iti Xi^i\ 

Xi^%^ Xai in numero =a i è le Pi ^ p% ^ pi 

rappresentino le differenziali parziali della Xi rispetto alle var 
riabili indipendenti. Suppongasi cavata dalla (3) la pi e posto 

r 

Pi =^ Xt j Pik =^ X^ y j!?3 s= Xs , pi^i = Xi^i 

sia essa determinata dalla 

Pi = F^Xi , Xa , Xi^i , Xi , Xi^t , Xai) (4) 

Siccome è ìndifiFerente il dedurre dalla (3) piuttosto Tuna che 
r aitila delle differenziali parziali, così si dovrà da principio 
scegliere quella differenziale parziale che può essere con mag- 
giore semplicità cavata dalla (3), e quindi, per servire all'uni- 
formità , sia essa designata da pi disponendo opportunamente 
degr indici di cui ci siam sempre serviti per designar le variabili. 
Essendo la Xi funzione delle variabili indipendenti xi^i , 
XiJ^a f •• ^ai 1 pigliandone la differenziale totale, si avrà 

• <ÌXi =s PidXi^x '^p^dXiJ^a,^^ • '^'Pi^idXii^t H-piCteai , 

ossia indicando con F il valore di pi dato dalla (4) , sarà 
— cfcr,-»-Xidx,>i-«-Xarfx*>» '•*' Xi^idXiù^t'^FdXii = o (5) 

DallMntegrazione di questa equazione a differenziali ordinarie 
si dovrà desumere, come siegue, la soluzione della proposta 
equazione differenziale parziale. 

Considerata la (5) come un'equazione incompleta, mancando 
in èssa i termini contenenti le differenziali delle variabili 
Xi , Xa*i • Xi^i , se si completa, diverrà 

Xidx'i H-Jfirfxa '■^Xsdxs -♦-•••••-4- JTj^irfx*.., — dxi ) 

= (6) 
-HXidxi+i^ XsLdxi+:i^xsdxi^sH' -^Xi^idx^i^t't'Fdxiù) 

ove sarà Xx = Xa = -Y3 = == X-i •= o. 
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È questa un caso particolare delF equazione (2) dalla quale deriva 
ammettendo la restrizione che i coefficienti Xi , Xi^i , •.*• XM-i-t 
in luogo di essere funzioni qualunque di tutte le vàriabffi, si 
riducano alle sole variabili 



I ♦ 



-Xi = — I » X«>i = Xi , Xi^2 s^ *a » Xai^i = Xl^i (7) 

la sola X^i =: F mantenendosi nella sua generalità* funzione 
di tutte le 'Sfi vaotiatfli ' ' 

Xi , X^ , •••!•»•• Xi,^i y Xi I • XitA-t • • •« Xqì» 

L* equaziofné (2) pertanto in forza di tali valori particolari dei 

coefficienti Xii JQ-hì , • X^i^x èsòggetta alla dtt- 

plice condizi<me di essere un^ equazione incompleta e di con- 
tenere un polinomio che è una differenziale esatta rispetto ad 
«n certo nniBero di variàbili. Ciò che si può esprimfccéanche^ 
dicendo che la (a) è un^ equazione nella quale, oltre Ida AfA» 
caenza.di aleuiii * tdcmìni , sona zero akuni simboli^ ':.(«/:P),: 
Considerate .separatamente queste due condizioni,, per, la ^/: 
risulta che, essendo i-^i il nmnei^o de* termini miaiieaiiti, i 
sistemi ausiliàij relativi ad un polinomio sono, com6 si è i^à. detto, 
insussistenti pel polinomio esteso sino al termine 2(£-i)^\ 
inclusivo, e per la a.* risulta parimente che, essendo avverati 
i crìterj d* integrabilità per un numero s= £' di coefficienti, 
saranno (art. VI) insussistenti i sistemi ausiliaij relativi al poH- 
nomio esteso sino al 2(1-1)"*^ termine inclusivo. Dunque 
dietro i riflessi del §4 i sistemi saranno al certo insussistenti 
sino air indicato termine 2(£-i)°*^ inclusivo. Resterà a ve- 
dersi se la contemporanea sussistenza delle due accennate condir 
zioni possa rendere insussistente un sistema relativo ad un po- 
linomio di un maggior numero di termini* Si ammetta , ciò che 
si dimostrerà nel seguente paragrafo, che il i.^ sistema ausi- 
liario per Finterò polinomio di 2Ì termini, non ostante la 
duplice condizione avverata, sia sussistente. Ne deriva che 
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requasdone G^mdizionale relativa al polinomia di un numero 
dispari. 2£— 'i di termini non è verificata, e quindi cbe 
r equazione diminuita dell'* ultimo termine, in cui la proposta 
si trasforma in forza del i.^ sistema ausiliario, sarà essa stessa 
Inequazione finale, alla quale si dovrà soddisfiure (nei due modi 
più volte accennati) con un sistema di un numero 2Ì— i di 
equazioni. 

7* Per dimostrare la sussistenza del i.^ sistema ausiliario in 
discorso e presentarlo sotto la forma più semplice, senza ricor- 
rere alle ridu^oni die in forza delle due ammesse condisdoni 
subirebbero le relative semi-alternanti di cui esso consta, si 
riprenda invece il sistema (i3), art. L Postovi n = i, fiitto 

Xi = Xi , Xa = Xa , •• Xi^x = X/^i (8) 

ed aggiuntavi Inequazione (5), si avrà primieramente il sistema 
ausiliario competente all^ equazione proposta {pk). Quindi un 
coefficiente generico della i/ equazione di tal sistema^ sarà 
(i , a) , ove la a ' assumerà tutti i valori i , a , 3 , ••••• ai. 
Anmiesse le (7) , (8) è diiaro che per tutti i suddetti valori 
di a, tranne per ac=i.Hi, as=2Ì, sarà (i,a)sso, 
e la !•* equazione del «sterna sarà primieramente 

(i , £•»• \)dxi^^ -e (i , 2Ì)dx2i s= dXj. 
Quindi 

dxi^i dxi ) ***** \dXi,i dxi) ** ' 



ossia 



dXi^i dXai , 



dxi dxt 

e finalmente 



dxi^i "+- { J^)^"^^' ~ ^' 



(9) 
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I simboli (a , a) della a/ equazione del sistema sanmno tutti 
zero , tranne per a =s i -f* a , a ss ai. Quindi la a/ equa* 
zione diverrà successivamente 

ax/^.» ax» / \arai ora / 

dxi4>,i^ i-^jdxai = a (io) 

Avuto sempre riguardo alle (7), (8) ed alla Xai = JF, si 
otterranno le prime i — i equazioni dd sistema, che raccolte 
saranno espresse da 



<&;+! -^ ( ^ jdx:u = 



^'•^^•*'(5;^)^^* = '' ^"^ 



C&a«-i-*-(^— j«?*ai = 



Si considerino ora le restanti equazioni in numero = i pro- 
venienti dal sistema (i3)', art.I. Il coefficiente generico della 
1/ di queste sarà espresso da (£, a), assumendo la a 
tatti i valori i , a , 3 , ai. Ma per tutti questi va- 
lori di a , tranne per a ss ai , si avrà (i^ a) = o. 
L^ equazione in discorso si ridurrà quindi alla 



\aXii dxi / 
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ossìa alla — '(-7— ì<fe»« = 6X'. 

\dxij 

Il coefficiente generico della a.* delle anzidette equazioni sarà 
espresso da (ì-i-i , a) per tutti ì valori di a come sopra. 
Ma si avrà parimente (i-i- 1 , a) = o per tutti i valori di 
a, tranne per a = i , a = 21. Tale equazione sarà ri 
dotta alla 

rfar, dxi^i) ' \ dirai dxi^^J ** '"*'' ' 

ossia alla rfX| — l^ ìdxai = 6x1 . 

\dxi^^/ 

Colle stesse avvertenze si troverà la 3.* di queste equazioni 
espressa da • 

^•— i"; ]dxau = 6x1^ 

\dxi^!,/ 

e cosi di seguito procedendo si troveranno tutte le equazioni 
che raccolte saranno espresse da 



-(e >•• = «* 



rfxi — (•-= ìdxjti = &Xi 



\dxi^J 
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Se il valore di d cavato dalla i/ di queste (la) si pone 
nelle restanti equazioni, avuto rìgoardo alla Xi s= — i e vi 
siano aggregate le (ii), il sistema totale (i3), (i5) dell* art* I 
sarà ridotto, stante le ammesse relazioni, a 



dx» — 






= o , 



<far,+a-»-(^Wa,- = O 



O , 



rfi«?*+3-»-(^W.» = o/ (i3) 



ove la (14) è quella che tien luogo della (5) che doveva ag- 
gregarsi come si è detto. Risulta questa moltiplicando la i.^ 
della 2* colonna verticale delle (i3) jper x, , la d** per -x^ , 
e cosi di seguito, e Tultima per Xi.j. La loro somn^ darà 



|*'(^)-*'*'(S)-*- 



-♦• Xi dxi^ I -♦- afa dxi^^ 



"'-i^)] 



^i— I <Wfa*— i 



dx 



ai 



s= O 



ove la 2/ linea, in forza della (5), si cambia in dxi'^FdXii 
e si ottiene la (14). H sistenia totale (i3), (14) fiitto di 
M — I equazioni differenziali fra ai variabili costituisce il 
cercato sistema ausiliario da integrarsi, da cui dipende T inte- 
grazione della (5). Chiamati quindi 

jéf^. Eff. 1848. 16 
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ì coefficienti della dx^ nelle rispettive equazioni della i/ 
colonna verticale delle' (i3), nella (14] ed in quelle della H.^ 
colonna verticale delle (i3) , si otterrà il sistema sotto forma 
di proporzione continua 

'lOve si. è. introdotto per la sìmetria X^i si. ^n sisttana..ìU$) 
terrà luogo ddi sistema (i3), (14). 

8. Suppongasi di aver ottenute le a?» — i equazioni . ìnte* 
grafi del. i.^.sistenm ausiliario espresse per valori iniziali» Si 
detem^nino con esse i valori delle 

' in ftinsnòtie /delle ài variabili Xi i . .x^, , xi j ..«M^^^ai 

ed espresse taU funzioni genericamente con ^ risulti 

^« "^4^ ^.r ^.i.¥i =^1;» 9 ^/.+a = I3 M ^aÀ..x = ** 

In ' forza' 'd<^rihtegra1i dèi ^tìstema àusBiario TéquAéione pro- 
porta (2*) , onitmessi " i liérimhi ' effetti' dà òoèffieiaiti'^ z^b ,' si 
ridttièé'idla 

Questa equazione &tta di un numero = i di termini è Tequa- 
zione finale cercata, aUa' quale si Boddisfa nei due seguenti modi: 
1.** Ponendo 

dkli «so,' dsiij^iczz'c. , ' fdxU*^^ =s o ., ^ ii* ^xiiih g» o 

si avrà 

Xi = aj y Xi^i =5 Oa , ' JP,'4>V^?s «3 » .«*..... ^'ai^i === a« 
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ovcr'tó «r, a» ;....... ar santottty^cùsttiili; Quindi^ pèr^b»*a/ 

linea' delle (ì6) si'Wtagmor le* 

fi = «i ♦ f» =5 «a , fs = «3 t 6 = fXi (1,8) 

« 

die saraimo le equazioni finite fra le 2Ì variabili ed un 
numero = £ di' costanti, e nelle quali il valore x\i dà cui 
dipendono i valori iniziali potrà fersi zero. 
à° Ponendo. 

fi = <P(fa , f3 , fi) 

da cui 

"^-m^'-m^'- ah 

la (17) si trasformerà nella 

(x/4?).x,..y..(»(|)»x,„)^6.....(x.'(*).x...,)^«= 

onde, sarà soddwfiata la<pr<^loslii (2) col sisteipa 1 di? ua^^no- 
mecoi ;=s.« dì equazioni 



« ■ I • . . r j 



f.-<P(f, , fa ,,. C) ^ o 



Ksl) 



(19) 



.iJai*^ ==-rO 



ove nelle diverse X' saranno da sostitumi ai an^-^i : va- 
lori iniziali 2t'x , rv'a , «..•• x'su^i^ che esse in generale 
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oontengono , le loro espreenoni desunte dagl* integrali del sisti^ma 
ausiliario in fbnadone delle variabili originarie Xt ^ ^a > •••••• 

••••.•••• Xai^f , »9i e del valore iniziale Vai che potrà 

farsi Bs o. 

Ma nel caso attuale le JPi^t « X!i^^ ,. ^ai.t sono 

i valori iniziali delle stesse Xi ^ x^ ^ Xi^i , onde 

per essere 

xi=-^i , jri4.i=«'i , -y'.>a = Va, -2r«-i = «'i-t 

le (19) diventano 

fi =^ ^(fa , fs t .-... ft) , ^ =» 6+1 , ^ = fi+a , ^ = fai_. (ao) 

Se ora col mezzo delle equazioni (18) in nnmero c=3 £ si 
eliminano le £ — i differenziali parziali 

Pi = «I , Pa = afa , ^3 = «3 , Pi-i = iT/^, (ai) 

s 

che esse contengono, si ottiene nn^ equazione sola fra la va- 
riabile- principale Xi e le variabili indipendenti atì+s , 

Xi^% , X:ii in numero s= i ed altrettante costanti 

arbitrarie che sarà una soluzione completa dell* equazione (3). 
Se invece si eliminano le stesse differenziali parziali col siste- 
ma (ao) , ove non entra la /^i , se non quale funzione delle 
altre data dalla (4), ù otterrà un* equazione unica contenente 
una funzione arbitraria che fornirà la soluzione generale. 

U equazione (3) non è più d* uopo che concorra a questa eli- 
minazione essendosi essa già impiq|;ata colla (4) per esprìmere la 

Xmì = Pi = Fyxi , Xi^i , Xù , X, , afa , a?i-i) 

in funzione delle altre variabili. L* influenza della (3) si eser- 
cita soltanto sul sistema ausiliario (i5) ove entra la X^i ^ 
ossia la F desunta dalla (3). 
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Qualora però non si volesse da prmci[HÌo cavare dalla pro- 
posta (3) il valore di pi , ma ridurre alle equazioni finali 
r eliminazione della stessa pi , allora si sostituirà nelle tro- 
vate equazioni (i3) , (14) la pi alla F. Quindi osser- 
vando essere 



\dxj WJ • \dpi) 



per tutti i valori di a della serie 

I , a , 3 , ........ i — I , i , i -♦- 1 , ai — I , 

si dovrà al risultante sistema di ai *- 1 equazioni aggregare 
la proposta (3) e con queste ai equazioni eliminare la pi , 
onde avere il sistema ausiliario di ai — i equazioni da in- 
tegrarsi. 

Qui parimente, in luogo di determinare gV integrali del siste- 
ma (i5), si potranno cercare (come si è ammesso al §ia, 
art. ni , e come verrà dimostrato in fine di questo articolo ) 
quei ai — I valori di / fira loro indipendenti die sod- 
disfimo Inequazione dì£G^enziale parziale lineare 

Siano /*! , fa ^ /L'.i tali valori. Stabilite le equazioni 

ove i secondi membri sono quelli che risultano dai primi cam- 
biando in essi le variabili nei loro valori iniziali, le (a3) sa- 
ranno gF integrali del sistema anzidetto, e cavati da esse le 

x'i , o/a , x'ai.i in fimzione delle ai variàbili e 

del valore iniziale sd^i che potirà fiursi zero, taU funzioni sa- 
ranno coincidenti colle f, , fa , ••.•••«• fat.i date dalle (i6). 
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pncrialecdl Ji/*^. grdme :fia»mii: numero\ :==» £> dì varialafli^iiif- 
pendmii è ikbtt» aiUvrióerca d^i ^ 2t*^ i valori^ di f^^'òk 
IogOi(indi{iffn/ienti che. 8oddi&£ino ad tiH^ equazione -diffi^iEenzÌAlé 
parziale di i.^ ordine e lineare fra un numero doppio'» 2Ì:^' di 
variabili indipendenti* 

9. n metodo espoaky onde ottenere la solusdone di un'* equa- 
zione differenziale parziale col mezzo di opportune costanti 
arbitrarie o di una funzione arbitraria è quello che sponta- 
neamente deriva dalF integrazione di un^ equazione differenziale 
ordinaria soggetta alla duplice condizione di cui si è supe- 
ikinofinte .p^UtOvi M9 .rintrqdujisio^^^./de! V4Ì9PÌ. ì^iagfedi i.che 
rende, un. rilevante' servìgi^ u<el caso, de%.^ussi||;ei|Qa^.di.r più 
sistemi 3asiUa4 »può ommetter^À q«iaiido :il vSqW. {trioftc^ i «istpma 
sussiste, come nel caso in discorso, ed avuti particolari riguardi 
giova .megbo.serviisi 4eUex. cosUMiti arbitr^C' foroite.-dall^ im- 
mediatab integrandone deL sistema; (1 3) »> (i4),,.o fofnite dai var 
lorìv della, /*: che «o4dìs%io all' eqwisttDQle (92) ,^. quali ri$tdtano 
dalle .<d3). iuvcul i:.sec<9Mi <i¥»iibri si riguardino come costanti 
arbitrarie. E tale^. proeciSfìQ^, é sp^atawre preferibile quaodo 
r equazione ordinaria da integrarsi è quella che deriva da una 
equazione differenziale parsdale di cui cercasi la soluzione com- 
pleta, alla cui determinazione limiterò qui la ricerca, essendo 
noto come dal numero =3 £ di equazioni contenenti altret- 
tante arbitrarie, e gli i — i differenziali parziali, da cui si 
mostrerà derivarne la soluzione completa., si passi con tutta 
facilità alla soluzione generale col supporre una delle costanti 
fanaione" «urtntrariai delle > altee :/r* €oUd : stabilire*» atoe*^ i^i 
agnazioni y . dalle ifiali oolP diminaiiianft? dette diffe»e«KÌali' pn^- 
ziab.ottenerer.lleqHazìotBei unica» eontencnle xaa^* foneione-ac^ 
bitrarisi . . 

GiÒ4uiiiDe86o,,8ÌitrattaBà primi^nuDente il casa gaianle- in «cui 
la> proposta . equazione differenziale parziale^ (3) '«ia - con^pleta^, 
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doè confiiiga ^^ r Qllre.;la-vàriaftUe «pfekieipale ì^xì , ' > let^fificren- 
ziali parziali rispetto alle variabili indipendenti che pur esse 
riterremo contenersi nella "(3) «Si mostrerà quindi quali parti- 
colad^conseguenze derivmo.qiwido'Ia propoHA ^cpM&i^lìe^\(3) 
è incompleta. Bii piatta : a .qwsti ^casi r eoomatli «avirentie » 

i.^ Che se la (3) è omogenea di qvuibtfiqtte/^lidoampetlo 
alle dififerenziali parziali 

* * * 

^i =jPi 1 *a =jPa » ^3 =P3 ». ^i-i =pi^^i%^ Pi (24) 

la'^ftÌHÈfediie' f -lìiVtota enlogemW di ì.^ gradò Hspetto alle 
dìÉctmiàeXi '^àamtA che *^9Si ràhtiette. -In 'forza quindi "della 

nota proprietà delle funzioni omogenee T equazione (4) divelta 

• ... , 



■idxì =^ o , ' -xt ézi éostf ' (aS) 

.... 

n.^ Se la funzione F manca della variabile principale xi , 
il jsistema (iS)r {14) «i Àdace'a 

^ Y dF \^ '' Y dF \^ 

dir, — I _- \dXiti =01 ax,>,-H'l -Y^ naxii^sa o 

\dxi^i/ \ dx, / 



TjiUtiiB* delle qaali famìrà dxi-^fa o-, .i«e T'equaraoner-proposta 



(a6) 
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sarà ìndtre omo|;enea rispetto «Oe diffioccnziiAi pamali 

Xg , X% f •••••••• Xi^i 9 Pi» 

3.^ Se la pn^posta (3) , oltre mancare déDa xi , mancasse di 
alcune variabili indipendenti, per esempio ddle or/^-i i xi^^ 
nd sistema {26) risalterà 

dxt = o 9 <£r2 = o , ossia «, = cosi.' , x% = cost/ 

Per il che saranno da ritenersi ^dali a costanti tante diffe- 
renziali parziali qoant* è il nomerò delle variabili indipendenti 
che mancano nelT equazione (3) sapposta priva ddla vaiìa- 
IhIc jwìncipale xi. 

IO. Sapposto il caso generale in coi la (3) non ùa soggetta 
a particolari condizioni, si troverà ona solanone completa nel 
seguente modo. Ottenuti i ai-i integndi del sistema (i3), 
(14) , ovvero i ai — i valori della f fra loro indipendenti 
che soddisfimo la.(a2), ottenute cioè le equazioni 

si dovranno con uno o coll^ altro sbtema eliminare gli i — i 
dififerenztali parziali 

Xi y «» , «3 » «i-i (a8) 

ed inoltre eliminare altrettante i— - 1 costanti arbitrarie in 
modo che Tequaùone unica die si ottiene contenga, oltre la 
variabile principale, le variabili indipendenti in numero =^i 
ed altrettante costanti arbitrarie. U equazione risultante sarà 
ima soluzione completa della proposta. 
Sia per esempio data Inequazione differenziale parafale 



-mm- '-' 



in cui z è la variabile prindpale ed x ^ y le va-^ 
riabili indipendenti. Sarà in questo caso £ = a , e posto 
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dz dz 



z=5«a, x = xz , y = x^ sarà ^ = *i » rfy "^ ^* 
La (ap) posta aotto la, forma (4) diverrà 

p^rsi ^ t^ F ■ 

. Xx 

e le (i3), (14) daranno 



(30) 



dxi = dx^ , dxs = -| C&4 

ari ^ 
delle quali le due jprime, forniscono grmtegrali 

:r4 = Xi-t-a, . (a) ; a?» = a»»* (b) 

Siccome la 2/ delle (3o) combinata colla i. dà dx^ c= —^dx^ 

che per la (&) diventa tlxz e= aad!^i , così si avrà per 
terzo integrale la 

ars = aaX,H- as (e) 

. • • 

Dalle equazioni ottenute eliminata la x^ ed una costante, in 
modo che il risultato contenga, come si è detto, tutte le va- 
riabili, ciò che si otterrà eliminando colle (a), (&) , (e) le 
oPx , Oa , si avrà per la cercata soluzione completa la 

X» = («a-as) («4"-«,> ossia z = (a?*^ag) (y-a^) 

essendo a^ , as le due costanti arbitrarie^ 
Si dedurrà parimente dal sistema (3o) 

dx^ : €&a : dxi : dx^ = i : — ^ : -4 : i 

- Xt X- 

•«'I •*'y 

e la (22) diverrà 

<2^i flf, efora 0?* rf:i?3 rf:*;^ ^ ^ 
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I tre vaUnri di /* fra toro indipendenti che la soddis&no sono 

Siccome fra queste non può eUminam accana costante ^ cosi di 
queste tre equazioni si sceglieranno per eliminare x^ quelle 
due che forniscano per risultato un* eqù'às^iòne fra tuttle le va- 
riabili. Dalle prime due si ottiene, tosto x%^=^ (^4'.'"^i) (^s-^^^a) 
come si è trovato sopra. 

Sia J«»lK«ta on' equazione fra tre variabiU indipendenti 
Xy y^ V data da 



\dx} \rfy/ \di>) 



^6b h • 



Essendo ih questo caso £ = 3 si porrà 



Z = Xi , X = X^ ^ y ss Xs ^ P =s «6 

e quindi 

fdz^ 



'^)='.- (!)=-•, m-"- 



La pro^dftti equà^Ofe «béeià %ottO là ftftdà <4) di^M 

r • 



Assomend? il se|^e signore 41 fiisteiinà ^iS)» 04) ^^ nàxactk a 
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Sìepeme là J^ maaea dette »$ ^ x^ ^ xs y il òstema dietro 
i lifbtsi deir«ateoedeiite.paritgi«fe si ridurrà te^to a ' 



rf^, =s o , dx^ !«= - ' dx^ 



Xr 
F 



X 

dx^ = o , rfxj = -^«t^A }. . (32) 

Siccome? 4a qu?alip 8ule4uc^ «i i?^ pc. , *»== pc»^ pe^i quaU 

valori la F diventa costm^te ed egizie (i r^*— a^ — a* == J?*, , 
i coefficienti della dx^ saranno costanti nellp altre tre equa- 
zioni che si ridurranno alle .. . 

dx^ = -i^dxi , dxs a= ~ dx% , (foó = A dxs. 
fi l\ . (i 

Integrando si avrà 

X^-n- as = Ta «"a , ^5 — «4 «= Ta ^3 , ^6 — ^5 = "TÌ ^3 

dalle quali si dovranno eliminare le aj , a^. Si avrà pri- 
mieramente 

Se queste si sommino a si fisseryi essere a* -h a* ^ 4^f = /i* 
si avrà per soluzione completa della proposta la 

oBsia 

«» = h' j (ar-aj)' h- (y-^,)* * (p- «5)» j 

ove le as , «4 , «5 saranno le costanti arbitrarie. 



i 

I 
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Un* akra soluzione completa si ottacrebbe integrando le equa- 
zioni (3i) quali lesse si presentano. Si avrd[)berò in&tti gli 
intesali 

I quadrati delle ultime tre danno 



a* 



{X^-dzf h^ a « \* — *x ^a /^ ^ \* ^ "•* ^» 
j^5 = J3*6 » V^4-*4) =^«51 W-«5) = ^ »6 

Colle quali, sottratte le due ultime daQa poma ed avvertito 

fe* — a* — a . - 

essere =- ^ = i , si ha 

Fi 

{Xz-'CLz) \a / va » 
^i V*4'"*4/ •" W-«5) = »6 » 

ove le aa , a4 , as sono le costanti. 
Parimente dal sistema (Sa) si avrà 

h Xi X3, 
dxi : dita : dx^ : djtx : cEts • dx^ = o:o:-=r*Er'Tr' ^ 

onde la (aa) si riduce a 

Ess^ido Xt , X» costanti , posto 

A =3 a , Xx c= Aj 9 *» ^= ^a » i^i s= <*3 » 

ove la Fz è il valore di F quando sono scambiate Xi , x% 
rispettivamente con Oj , a» , la (33) diventa un* equazione 
differenziale parziale a coefficienti costanti rappresentata dalla 

axz dx^ 0x5 ax6 
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I.. tre valori fira iato ifildÀpendenti che lii9oddÌ0&i|o sono.: di^^i, 
coinè è noto V, da . . ;. v. ^r. rt 



» • 



V* 



Quindi gP integrali del sistema saranno . r 

CrXi tf ,X3 - «3*3 * ' ' 

tt • a * ' Ci ♦ . < 

< ■ * • a . 

^ • • • I '^ 



iSanunaté qoèste' eipmzioni. onde eliminare le d't , ^aV'^sv òf* 
-terrà come prècedentemeiile' 

«; = A* («4-«,)V(«5-^a»)'-»-(:<t6-«3)'.|,-,- • i; 

ove oc , aa , «3 ' saranno le tre costanti dell* integrale 
completo. 

. Qualora la proposta (3) mancasse della variabile jpruicipalè 
e non fosse omogenea rispettò alle differenziali parziali , si po- 
tranno dal sistema (i3) ottenere i %ir^ii integralir-con ^al^ 
frettante costanti , e con tali : equazìoai si potranno determìniiir^ 
le 2Ì — 2. varial^ili 

*, y ^» » ••..•*•• Xi^t , Xi4,i \ 'Xi<^A > •••<•••• X%i^\ ' 

in finizione di Xai e delle a£ — a costanti. Posti tali valori 
nella (14) » il a.^. membro diverrà finizione della sola variabile 
^ai e si otterrà xi con una semplice quadratura che intro- 
durrà un' altra costante a,- . Avendosi per tal modo le i^i 
variabili indipendenti 

^«+1 1 ^i+a » •••••••• X^^i 

in finizione dì ,x^ , e di 2/t--?2 costanti, si potrà c^n 
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qtiedte i^i • equazióni eliminare 4aU^ integrale onenùto un 
numero i — i di costanti arbitrarie. U integrale t^ì del^r- 
mìiuito, divenendo funzioae.di tutte le variabili .indipendenti e 
della, pruicipale^, é contenendo, oltre fa coBtai^fe a« , " le re- 
stanti i — I arbitrarie , rappresenterà P integrale completo 
della proposta equazione (3). 

II. Sicc9p;^e nella ricerca deUa. soluzione competa, di una 
proposta equazione (3) non si tratta in ultima analisi che di 
ottenere un numero := £ di equazioni contenenti altrettante 
costanti arbitrarie, oltre le i — i difFerenasiali parziali da eli- 
minarsi, co^ basterà ottenere un AUipeip ,= i d^ ioit^aU dfil 
sistema (i 3), (14), ovvero basterà ottenere ìm numero =£ 
di valori. di f che soddisfimo la (à3), porche. si aedganotrii 
integrali che contenendo, oltre le vaxiabiU, le i«rr i* JàSéxern- 
ziali parzis^ siano atti a fornire coir eliminazione di queste ul- 
time un' equazione fra le variàbili stesse. 

Si vede ÌA&tti dagli esempi esposti nel precedente paragrafo 
che bastava combinare opportunamente le equazioni differen- 
ziali (3o) rìferìbiU al i."" esempio, onde ottenere due iptegraU 
soddisfacenti alla, richiesta, condizionèu In&tti dalla 3.* delle 

l'i. .■ • . < '1'». , , 

OC 

{3go) combi^taicolfaii^V risultala:' j^i ^ -«4^1 b dalla iT 

2X' ^'' 

colla S.*, la dxs, = — ^rfjp,. Quest'ultima ha per mtegrale 

la ATa = o^nX* col qual valore la prima ha per integrale la 
xs ^ ^Xt-rhAs» Dft questi flue,Ì9te^alì.eUinÌQal;a la diffe- 
renziale parziale Xt , si ottiene con due sole integrazioni la 
cercata soluzione completai 

Parimente n^l i.** esempio bastala' ottenere due valori di f 
soddìsfacentì la (3i). L valori in&tti di f» y fs ivi trovati 
.danno due equazioni integrali- eolle quali eliminata la Xi si 
ottiene la soluzione completa. 

Per gli stessi riflessi s' impiegarono nell' escpipio a.** tre inte- 
grali soltanto, coi quali eliminare le differenziali parziali Xi ^ x^^ 
4<fVero t* impìegar<mo tre soli valori /; , /; , fi fl^dis&tenti 
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la (33) coi quali, posti eguali )bl «ostanti ^^.elimioare le: Xi ^ 
Xg, ritenute pure come variabili. 

Giova avvertire tohe potrà in àl<usii calsi «MJtare necessaiiQ;^ 
trasformare col noto metodo il dato sistema di equazioni difife- 
rendali di i.^ ordine in un^ equazione differenziale di ordine 
più elevato, ma j&a due sole variabili, e ricercare di questa 
un integrale primo colla relativa costante arbitraria, 3 quale ti 
riduca quindi ad un^ equazione finita coirimpie^ delle stesse 
equazioni del 'dato sistema. Prooedsi ahaloglii s^rvùcanno ad ou 
tenere i restanti i — i integrali. Gò in particolare dovrebbe 
tìaàì quando iitm fosse eseguibile F integrazione iifime^u delle 
ecpiazioni del sistema, o non si potesse adempiere aUa condi- 
zione di ottenere colla eliminazione . delle differenziali . parziali 
un^ equazione ì&a tutte le variabili e fià un numero =^ i & 
chetanti àrbftrarìe , (sòìàt si è potuto eseguire tiegli "addotti <detn^ 
plicissimi esempi. 

12. Una soluzione complèta potrà andie ottenerci impiegan- 
do soltanto un numero = è — i d* integrali del sistema, avuto 
riguardo ai riflèssi &tu ia fine déir antecedente pftragrai^. O, 
ciò che è lo stesso, potrà ottenersi una soluzione completa 
inipii&gando un ntua^co ma i^u^i ^ :vatoii tèU f *sDddìtf&* 
c^yti la, (a^)^ Èon iohe ^i viene a risparttdane anVinfógri^otìei 
lafatti colle i-^i equiCEioiù integrali affette da alttettante 
ccntaati aorbittarie e soggètte atki Méc^disuuie di coìlteiieré in 

complesso le differenziali parziali x^ ^ a:» , «• otì^i si 

potranno determinare quest^ ultime in funzione delle variabili. 
L** equazione (5), in Cui siano. posti gtì anzidetti valori delle 
^^fl^rèuzi^ pài'ziaU àit esisa <^ntieiiè, s&i^à ihtègràbite' cóii 
una'equazione unica introducente un** altra costante arbitraria* 
L'ottenuta equazione intégrale sarà là ^Watà soluzlo^d com- 
pietà contenente un numero == i di costanti arbitrarie. 

Cosi nel I .^ esempio , ottenuto il solo intégrale 

0:4 — Xx = ar , sarà p^ zsz F =:^ • 

^4 — «i 
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Quindi la dx^ = x^dxi^p^dxi^ (84) 

» 

diventa dx% ^-^ (:xr4-ai) dx^ — —-2 — idx^ = o 

x^ — a, 

che moltiplicata pel attore diventa atta diflFeren- 

ziale esatta 



X4 — «i (^4— ai)' 

• • * 

il ;cui .intende é ^ :i?3-«"a» = o » ^dd qnale si ha 

x^ — aj 

là già trovata soluzione completa Xi = (x4-ax) (^s-^a)» 
Se s'impiega V altro integrale già sopra trovato , x^ ^ =z cc^ 

Xi ^' 

la (34) diventa dx% 1 — dx^ — {xz^-at^^dx^ = o , die 

Xz — Ota 

moltipUcata per ed integrata fornisce 

x% 



X3 — a» 



— af4-i-a, = o, ossia Xa, = (xj^^at) {xs-^cts). 



Si troverà parimente die un qualunque valore di /* che sbd- 
di^ alla (Si) sarà atto, determinando colla f^s^oc^ la dif* 
ferenziale. parziale x^ da porsi nella F e nella (34), a 
fornire coli' integrazione deUa stessa (34) una soluzione com- 

pietà. Ciascuno ìn&tti dei valori /^^ = ^4— ^i » f^ = xs * 

Xi 

fornirà una soluzione coinddente colla già trovata. Impiegan- 
do ^invece, il valore /J = -^ si avrà -4,= *3 » da cai 

X X 

_ *. * 

^1 = ± 1/ -~ € quindi la (34) diventa 



«3 



dx^ JL /— 
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il €ai integrale è 






È questa pure una soluzione completa in quanto soddÌ8& alla 
proposta. Si deriva in&tti da essa 

il cui prodotto dà ar» =a {t^jiT^T I*^^®^<^ vì€^ tro- 
vala soluzione f j/as! «ss as emettendo oci in luogo di 

I 
a, a» , essa diventa x^, == — » (^4*«-^3+«i)*. 

Se nel a.^ esempio s* impiegano i soli due primi integrali otte- 
nuti , cioè • 

ar, = a, , op» ss aa , ' onde \P = kA* — a* — a* 

la flbrs =3 K^dxi^^x^dxs^Fdxi,^ poróvi i precedenti va<^ 
lori , : fornisce la soli^done .completa 

la quale parimente soddisfi alla, proposta. 
Se invece d assumono i due valori 

r x^xi _ Xi,xz 

che soddisfimo la (33) , e si rimpiazzino fi , /^ colle costanti 
^1 9 o^a > cavati Xi , Xx e posti nella (5) « si avrà 

^3 ^3 X$ ^ ^ ) 

^^/y. JB]^. i848. i8 
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Posto il radicale = i' , si avrà 



ìA Olii integfale «edwcle 

• • • . . 

. • . . . • • • . 

> » ■ • 

6Ì deduce la soluzione completa già trchrata 

id, iQuaBlunque gti ncwwwmti pfocesei «iaao atti a femìre 
una soluzione completa ddla proposta ecpuia^^e (3)^ tanto pel 
caso che essa contenda la variabile principale Xi , quantp 
neir ipotesi clie la Xi vi mancW, pure in questo secondo 
caso la ricerca degli i — i valori di f che soddis&no la 
(22), o la ricerca di altrettanta equazioni integrali del sistema 
(i3), (14) può essere semplificata, come vedremo, facendola 
^peodere dulto detfanmiaziQPÀ di v^kùri di f soddÌ3&cenjti 
ad equazioni della stessa fimoa de&i'{2ày^ ma éhs Vaxmo, ad 
ogni ottenuto valore di /*, successivamente scemando di due 
termini e di due variabili, sino a ndursl ad un^'equazion:e di soli 
tre termini. Ma un^equazione diffi^^enzlalp parziale (3) contenente 
la variabile principale Xi pup sempre coir introduzione di una 
nuova variabile principale x trasformarsi in altra mancante 
della variabile §tfS8a, e quantunqiit ]% trasformata, col divenire 
omogenea rispetto alle differenziaU parziali della huova varia* 
bile, sia soggetta a particolari modificazioni, pure il metodo che 
esporremo applicato alla (3) supposta mancante della variabile 
principale dovrà ritenersi per generale. La trasformata In di- 
scorso si otterrà quando nella (3) alle differenziali parziali 



(: 



•^ j ohe nascono pei diverbi valori di / = i 
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si sostituiscano gli analoghi valori fornMrldfllèVespreMianeNi 



dxj) ^ "" \dxj) [ \dxi 



'dx\r ' . 

Suppongasi pertanto cbe la (3), contenente per maggiore ge- 
neralità tiitte le variài>ili iit^ipencfénti €f\ UUte le .' differeùziali 
parziali ad esse relative, manchi dèlia variabile 'xi. Si ponga 
jiw «wggior simetria iiella . (^ì.),, la,. ,^. ^f^v, ,a;^„ ?d :jf^ » 
luogo di \p^ oadersia,. ,,, , , j » i . ' , ! 



« « > 



•.» ;•:, •'!:; o.' f 



Gmamata .Fi ciò* che diventa per tale sostituzione la F ^ 
la (4) si cambierà nella xi == /i. , . e la <5) diverrà 



» 1 



La variabile^ priapipale ;*: npa. cribrando nieUe, Muapioi^; (i3) 

si. potrà liei, sistema ausiliario ommettere la (14), e caipbiatovi 

• * ■ " •- ^ ■-■'--..■. • ' /fìP\ ' • /■ '- • • ' ' 

*ì; in* jc, ed-avuto^Bf^rdcf àH» (^^y»>^ lAwisema (i3^ 
«5l riferà alfe 4t^--if ^(fifeaS^tì rfè^uétit* ' ' '* • : 



\tta;,-.|.a/ . \ dx^ / 
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firale.As^i varìahiK 

^1 9 X% » •••••••• Xi^% , ^i4*i i •••••••• Xxi 

4 

e Tecpazione (22) diverrà 

•^ df df df y rf/ Y ''Z" « 

Suppongasi aver òttenato un valore ft che renda avverata 
la precedente equazione, e contenga una delle variabili indi- 
pendenti che, per . procedere ordinatamente, supporremo essere 
la x^. Un integrale del sistema sarà /^ == <>^z* I^ stesso 
integrale può anche ottenersi seguendo il metodo ordinaria- 
mente in uso, di stabilire cioè colle ai — 21 equazioni del 
sistema un^ equa2done di£Ferenziale , genendmente dd (ai-a)**^ 
ordine, della quale ottenuto un int^ral primo con una co- 
stante arbitraria, passare coli* eliminazione delle differenziali 
ali* equazione finita (che indidierò ancora com fi = oct) col 
soccorso delle stesse isquaeiQni del ristema e deMoro successivi 
differenziali. Cavato in ambi i casi dalla /^ ss a^ il valore di 
Xxi in funzione delle altre variabili, e posto ndDa xi — Ft = o 
s* intenda da essa dedotta la xs^t ss /"a* Essendo questa 
un* equazione differenziale parziale mancante della variabile 
principale x e della variabile indipendente x^ , ridotta 
la (aa) alla 

dx == Xidxi^ I «^ x%dxi4^j^*»^** '^Xi^^dx^i^^^^ Xidx^i »4- F^dx^i^j 

e stabilito il sistema (i 3), risulterà dxi ss o , ossìa xi s= castf. 
Omessa nel sistenia stesso V equazione contenente la dx^ , in 
quanto la x^i manca nelle equazioni stabilite, il sistema si 
ridurrà ad un numero 2Ì — 4 di equazioni differenziali £ra 
le sole ai — 3 variabih 
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rapprasentato da 






111 fòrza di qaesto sistema la (sa) sarà espressa da 



ove le X, , Xa , ..; Xa;_, sono ora le quantità rdati- 

re a questo sistema da non confondevi colle precedenti, ed 
óve sarà Xa,-^, ^=^ t. Ottennio nn valoi^ ^ che la sod- 
disfi, e contenga la variabile indipendente sc^i^i , un 
integrale del sistema precedente sarà /; =;r aa , il quale potrà 
anche essere ottenuto impiegando il citato tnetodo general^ 
mente in uso deducendo dal sistema un^ equazione deir ordine 
(ifei-4)'^ fra due sole rarìabili, una delinquali sia la x^i^x , 
come si è sopra avvertito. Cavato àsiìF integrale /J ;=;= «a , 
ottenuto coir uno o coir altro de* due modi, il -Calore delb 
irariabile indipend6nte Xa/_i e posto neHa Xi^^ = A , si 
caverà dalb risuhante equazione il valore di ar/^a espresso 
Al :r/_a = Ì^3. Riguardata parimente questa espi'essione 
come un* equazione differenziale parziale mancante delle Varia- 
bili X , Xai y Xs,i^t ì ed ove le xi , a:,_x si liter- 
ranno per costanti, si otterrà un altro sistema di ai — 6 equa- 
3BÙmi fra le ai— 5 varianti 
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del quale ottenato un integrale /s == 0(3 contenente la st2i^% t 
si procederà come si è sopra indicato. Continuando in tal mo- 
do si giungerà 6nalmente ad un sistema di due sole equazioni 

fia le sole tre variabili x^ , xij^t ^ Xi^.^ , del quale otte- 
nuto un integrale fi^t = ai., contenente in tal caso la 
Xi , si avrà un numero = i — i di equazioni integrali con 
altrettante costanti , colle quali detenninare le i — i diffe- 
renziali parziali x^ y x^ ^ xi^^ in funzione delle 

variabili indipendenti. Posti gli ottenuti valori nella (36) e nella 
jPz f si otterrà quella definitiva equazione che integrata con 
un* equazione unica e con una costante ai fornirà la solu- 
zione completa della proposta equazione. 

Quando T equazione (3), in cui alla xi siasi sostituita la 
X , come si è £itto in principio di questo paragrafo , oltre non 
contenere la variabile principale mancasse di già di qualche 
variabile indipendente , per esempio , delle x^ % x^i^ t « dal 
sistema (i3) risulterebbe dxi =3 o , ctti_x = i cui 
integrali Xi = a^ , :ri_i s=3 a^ . terrebber luogo d^li 
integrali /; = a^ , /^ = aa che sarebbonsi ottenuti, nel 
caso che le variabiU stesse x%i , x^^x non fossero man- 
cate nella (3). Quindi la proposta, in cui sono da ritenersi co- 
stanti le Xi y Xi^x y , sarà da riguardarsi come già ridotta 
alla Xi.ft = jFs che si tratterà col processo sopra indicato, 
onde ottenere i restanti i — 3 integrah* Il sistema degli 
i — I . ìntegraU 

che si ottenevano prima di tale restrizione, e coi quali si dor 
vevano determinare i valori delle di£FerenziaU parziali 

Xf y Xx j • X$ y ••••••t«** Xi^t 
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da sostituirsi nella (36), sarà nel caso attuale xìmpiazzato dal 
sistema 

Un caso analogo ci si è già presentato nel trattare il 2.° esem- 
pio del §ia, da cui si ottenne la soluzione completa (35). Ivi 
in&tti, la proposta mancando della variabile principale ^3 e 
delle variabili indipendenti ^4 , ^5 , le difiFerenziali parziali 
rispetto a queste ultime risultarono costanti date da ^tt = ai , 
^a ss: aa , e tali valori furono posti nella F e nell* equa- 
zione differenziale ordinaria dalla quale con un* integrazione si 
ottenne la soluzione completa. 

14. Facciasi per ultimo T applicazione al caso in cui la pro- 
posta equazione (3) si riduca ad un* equazione difiFerenziale 
parziale lineare ed* omogenea della forma (32) , ove ìsl f è 
la variabile principale e le variabili indipendenti in numero 
= ai sono le 

Rappresentate le difiFerenziali parziali di f rispetto alle pre- 
cedenti variabili indipendenti rispettivamente con 

Pi % P% 1 Pi ^ pi » Pi'^i » M. i>«^t y- P%i 

la (22) diverrà 

X,pi-+-Xa/>a-l-X3/>3*H -fXi/^i-t- -*-Xa»/Fa* = O (87) 

che, posta sotto la forma (4), ed avvertendo essere Xa/ = i , 
sarà espressa da 

P»» = — |X,/>,-*-XaPa->- -♦-Xijpi -•-Xai^i/yai-.il == i^ (38) 

e la (5) diverrà 
dfssp^dxi^Pidx^*•^*'^pidxi-^•'-*'^p%i^ldxii^l:^Fdxzi (SpV 
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Quindi ìk Materna (t3t):, (14) divmà : 



(40) 



rf/*= o , ossia /*=r co*^/ 

Le ai -^ I equazioni differenziali della a/ colonna verticate 
contengono «oltanto le vaiìabiU indipendenti. Suppongansi otte- 
nuti gr integrali e determinate con essi le ai -** i variabili 
in fiinzione di x^i e delle 2Ì — i costanU arbitrarie 

ai , aa , ocytj.i* A completare il sistema integrale si 

esigerebbe , dietro il processo ordinario , di porte tali Valori 
nelle eq[ua2sioni della 1/ colonna verticale dd sistema (40), onde 
ottenere da esse le altre . ai -r i equazioni integrali. Sup- 
pongansi ottenuti anche qnesti integrali e determinati col loro 
meaffio i valori delle ai — i di£ferenziaK parziali 

Pi ^ P» j Pi Pa#-i 

l qnali risulteranno finizioni di x^i e di ai — t costanti 
Pi t Pa 1 ••«••••• Pai^i oltre le costanti «i , a^ » •»•••».. «aÀ^i 
già introdotte. Tali valori sarebbero da sostituirsi nell'equa- 
zione (39) 9 la quale , stante la (38) , si ridurrebbe alla 

df^PiidXi-X^dXiti) **'Pt,{dx^-y.%dX:,i) +i?ai-i(dÌa*-i-Xai-i<feai) (40 

Ma questa in forza della a.* colonna verticale e delF ultima delle 
(40) è avverataindipendentemente dai valori di pr^ p% i •••Pi 



^11.^ • 



US 

Cr integrali adunque della i/ colonna del sistema (4^0) nulla 
contribuiscono alla soluaione che si cerca. All^ incóntro i valori, 

delle eostaisbti . <Ki i oì^ « »**»^9i.i eip^essi, .<^]|ie:<s^.è; 

detto, per le variabili ipdipendentji sara^uo altrettanti .valori^ 
di. f Ira, loro indipendenti ed . es[N:essr rispettiv^am^nte , da 
ft .1 'A>, j^..*... fuiA^z cbe soddisÉino dia ,prppo6i;a (3?) ,ej|) 
all^Ydtima.d^lle (40). Doyeódo in&tti lesserei d[/» o,; p^si^ 
f^ <mf.\ la (4.1) div»t;a 



' $ il ' 



P=J!?i(ctr4-X,cfoai)+Pa(rf^»-XarfjCai)4^ (42) 

la quale essendo soddis&tta per le equazioni dìfferenzidi della' 
i* colonna, lo sarà parimente per le equazioni integrali. Vale a 
dire che la (42), non contenendo le costanti, sarà' soddisfatta 
da quél sistema di equazioni che nascerà esprimendo tutte le 
costanti' in ftmzione delle variabili, e tali valori delle costanti' 
saranno i valori /^ , /^ , /ai.i che soddis&no la- 
proposta. ' . • X ' 

Risulta quindi che cavati dagrintegrali delle equazioni della 2.* 
colonna verticale i valori delle costanti arbitrarie a^ , a^ , ...'aa/.r 
in funzione delle variabili ed eguagliate rispettivamente atte 
/ì , /^ , •.••••.. fzi^i saranno queste altrettante soluzioni della 
propostai Risulta inoltre dall^ ùltima delle (40) ciòd dalla 
/= aai , essendo a^i un' altra « costante , che se si pòrte 

«ai =3.<f(ot, , «a » «S:»' -Mi.... C^ai^x) 

essendo ^ una funzione arbitraria, la soluzione generale della 

,1 1 

proposta sarà data da . . 

Egli è per questi riflessi che nd § i a > art. IH , ed in^ ^^IM 
dedl' attuale articolo si sono agrinteg^li. del sistei^a sostituirti^ 
2i— I valori; di f \ che soddisfano alla (a2).;e poste le rela;pioni 
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éòsikiàie fe j^reòédenti eqoaìEÌoni- eg^Ii covalenti iteafè^gfdi' M 
8Ì8l«t«ra di e(|uazioiìi à^SeteiiziAÌi dlD<finAriÌ3« 

Nòti è' staperfto^ Ta'V^nSre die ^e fesse {^oj^osto tèa, si^remtt? 
di equazìotiì diffefenzmli òrdinaM dòstituka dalla Sv* oòloxma 
yértitale dèlie (40) , f si t^onoscessé it valo^ >' dk^ xmà quiduH-* 
que delle funzioni fj soddis&cenfif là'(37)', òs^Sr vmÌÉÈt^gfAe- 
^ = oLj del sistema stesso, sarebbero note le relative diffe- 
Ten^^iali parziali ' pt , p^ , ./.*;... pai^t , ' t cui Valori- s<h 
&tituìti:]idila (41)^ ridurrebbero il di (lei 2.^ membro un» difife- 
irenziaje esatta, giacche m forza d^Ia stessa (3^) esso 4iyer- 
r\ébhc eguale alla di&renz^ie totale della stessa fUnziope 
impiegata fi. Deriva quindi spont^ea la conseguenza, che 
i diversi sistemi di valori delle p^ , p» , ....i.»^ i?af ^ «; , ri- 
sultanti- dalle fi. per tuttir i yalori^di" / => i , a,. 3 ^•.0. 2Ì — i ^ 
o dalla f data più generalmente dalla (43) e soddisfacenti la 
^37).^^ cpstituiscono altrettanti stsienù tU JlfoZ^ò^Zècaeori che , ap- 
plicati alle j^roposrte equazioni difireren^iali ordinarie^ forpìscono 
colla |oro sonuaaa j^ia espressione ,di£Geraiziale esatta. 

Bai precedenti, .par^gpcafì si rilava finalmente che comunque 
^ proceda alla ricevca^.di. un iniei^ale completa èif ima prò-* 
posta equ{^ne.di^er6p2u^ (3), il foadamento di ogni 

soluzione é sempre il sistema ausiliario (i3), (14) dotato della 
duplice proprietà,^ e-di- fi>rmre il sistema inti^rale delP equa- 
zione a differenziali ordinarie (5) , soggetta a condizioni parti- 
colari che la distinguono dalla generale (i), e di prestarsi alla 
ricerca della soluzione completa delF equazione differenziale 
parsdale da cui laf stessa. (5) .deriva.^ he diverse soluzioni che 
si ottengono in questo secondo caso dal citato sistema ausi- 
fiiario iidn difieriscona, comef sì è Veduto , che pei* semplici 
modificazióni nel modo di trattare le equazioni differenziali dèi 
ttstéma stesso, onde giungere allò scopo che si ha di mira. 
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OSSERViZIONI DI NETTUNO 



FATTE 



AL CmCOLO HEBmiANO DI STARE 



DA 



ROBERTO STAMBIIGCHI. 



N, 



el 9 ottobre 1846 giunse a questo Osservatorio T avviso 
della scoperta del nuovo pianeta Nettuno. Nelle sere dei giorni 
9 e 10 gli Astronomi Carlini, Frisiani e CoUa ne hanno de« 
terminata la posizione col mezzo del settore equatoriale, e 
nella sera del giorno 11 ho incominciato le osservazioni al 
circolo meridiano, le quali stante il continuo cattivo tempo si 
limitano alle seguenti. 



Giorni 
del 


Ascensione 


Dediaaz. australe apparente 


retta 


corretta 


mese. 


apparente. 


dalla rifrazione. 




■> 1 II 


1 // 


Ottobre 11 


21 52 1,87 


13 30 35,5 


13 


51 57,42 n"»»i« 


tf^9A%^^ 


Novonbre 6 


51 19,22 


34 16,1 


7 
8 


51 19,44 


34 18.4 , . K.r • 

** **»' {ri Tede ••tento 


12 


51 21,28 


34 2,7 


13 


51 22,13 


33 58,5 


14 


51 23,06 


33 54,5 


15 


51 24,13 rù- 
61 25,30 ' 


33 49,6 


16 


33 42,4 


17 


51 26,68 


33 36,8 


23 


51 37,39 deboU...* 


32 34,1 


27 


51 47,57 frtl« nubi 


31 41,0 







3 2044 048 686 497 




